Dynamické programovani

Programovaci technika pro feseni takovych uloh, kde uloha se da
rozlozit na mensi podulohy, z jejichz optimalnich reseni se sklada
optimalni feSeni celé puvodni ulohy.

Slouzi k tvorbé ¢asové efektivnich algoritmu, zpravidla za cenu
jistého zvySeni pamétovych naroku - ¢as i pamét polynomialni
(nahradi backtracking s exponencialni Casovou slozitosti).

Princip:

Rozklad ulohy na mensi podulohy stejného charakteru,
Z jejichz feSeni se snadno sestavi feSeni ptuvodni ulohy
— podobné jako u techniky ,Rozdel a panuj”.

Na rozdil od techniky ,Rozdél a panuj” nemuseji byt podulohy
navzajem nezavislé — sirSi moznosti pouziti.
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Typické ulohy:
1. najit nejlepsi zpusob, jak Ize néco udélat

a) bud nam staci optimalni dosazitelna hodnota
(napf. délka nejdelSi posloupnosti, nejmensi mozny pocet)

b) nebo
- nejprve urcime optimalni dosazitelnou hodnotu

- pfi jejim vypocCtu si evidujeme, jak jsme ji ziskali
(viz ukladani pfedchudcu pfi hledani nejkratSi cesty v grafu)
- nakonec ,zpetnym chodem® zrekonstruujeme cestu k vysledku

Priklad:

- nejdelsi cesta z vrcholu A do vrcholu B
v orientovaném acyklickém grafu
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2. urcit pocet zpusobu, jak Ize néco udélat
- postupujeme podobné jako v 1a)
- misto porovnavani dilCich hodnot je budeme scitat

Priklad:

- poCet ruznych cest z vrcholu A do vrcholu B
v orientovaném acyklickém grafu
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Postup reseni — dve moznosti:

1. shora dolu

rekurzivni rozklad problemu shora, do pomocného pole si pritom
prubézné ukladame vsechny jiz jednou spocitané hodnoty,

aby se nepocitaly opakovane znovu, az budou opét potreba
(,chytra rekurze®, ,memoizace”)

2. zdola nahoru
postupujeme naopak iteracne zdola od elementarnich uloh ke

Vg VRV S

VEig VIV /S

Priklad obou postupu: Fibonacciho Cisla (bylo jiz drive)
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Pameét'ové naroky:

Oproti primitivnimu rekurzivnimu feSeni potfebujeme pamét navic
pro uloZeni vysledkl vSech dilich poduloh

— pfi iteraénim postupu zdola dokonce Casto i téch dil€ich vysledku,
které nakonec ani nebudeme potfebovat (ale pfedem nevime, které
vysledky pozdeji potfrebovat budeme a které ne, takze si pocCitame
a ukladame systematicky vSechny).

Tyto dodateCné pametové naroky mohou byt u nékterych uloh

velikosti O(N), ¢asto byvaji O(N?) — tedy dvourozmérné pole.
V kazdém pripadé jsou polynomialni.
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Casova efektivita:

Diky ukladani vysledkd vSech mensSich poduloh mame zajisténo,
ze se zadna poduloha nebude pocitat opakovane vicekrat

— muze se jen vicekrat pouzit jeji vysledek ulozeny jiz jednou v poli.
Proto nemuseji byt podulohy na sobé navzajem nezavislé a presto
je zarucena polynomialni Casova slozitost vypoctu.

PocCet provedenych operaci =
pocet reSenych poduloh
(pocet prvku pole uréeného pro ulozeni vSech dil€ich vysledk)
X nharocnost reseni kazdeé jednotlivé podulohy
(s vyuzitim toho, ze uz zname vysledky poduloh mensich)

Priklad: N? poc&itanych hodnot x N na vypocet kazdé z nich = N3
— Casova slozitost O(N3)
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Priklady vyuziti dynamickeho programovani
Fibonacciho cisla (jiz zname)
UrCeni N-tého Fibonacciho Cisla rekurzivni funkci
— chybné pouzity princip ,Rozdél a panuj,
vznikajici podulohy byly zavislé — exponencialni Casova slozitost

X
UrCeni N-tého Fibonacciho Cisla rekurzivni funkci doplnénou polem
pro ukladani jiz spocitanych hodnot, takze kazda hodnota se pocita
jen jednou — linearni Casova slozitost
UrcCeni N-tého Fibonacciho Cisla postupnym pocitanim zdola v cyklu

— nic se nepocita opakovane vicekrat — linearni Casova slozitost
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Trojuhelnik z Cisel
N fadkul, obsahuji postupné 1, 2, 3, ..., N Cisel — zadan na vstupu

Priklad pro N = 5:

7
3 8
38 1 0
2 7 4 4
4 5 2 6 S

Ukol: nalézt cestu z horniho vrcholu na zakladnu s maximalnim
souctem Cisel, smi se jit vzdy jen Sikmo smérem dolu.

Reseni:
s V4
3 8
8. 1 0
2 s o/ 4 4
4 5 2 6 5
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Postup reseni
1. Neefektivni:

- ulozit vSechna Cisla do pole —» pamét O(N?)
- backtrackingem postupné zkouset vSechny cesty — ¢as O(2N)
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2. Dynamickeé programovani:

- nacist a ulozit vzdy jen jeden fadek Cisel, spocitat a ulozit
maximalni soucet Cisel na cesté vedouci do kazdého z nich
— pameét O(N)
nékteré z téchto udaju se ve vysledku neuplatni, ale jeSte nevime
ktere, tak pocitame a ukladame vsechny!

- dalSi radek spocitat vzdy z predchoziho, kazdé Cislo ma jen dva
mozné pfedchudce a soucty maximalnich cest do nich vedoucich
mame ulozeny

- vysledkem je maximalni spocitana hodnota v poslednim radku

- pocitame tedy radové N2 Cisel, kazdé uréime v konstantnim Case
— Casova slozitost O(N?)
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3. Nalezeni cesty:

- predchozi reSeni urcCilo pouze hodnotu cesty s maximalnim
souctem Cisel, nezname zatim ale cestu samotnou

- pokud chceme urcit i prubéh cesty, musime si do pole ukladat
vSechna Cisla a s kazdym také informaci, zda jsme do ngj prisli
z pfedchoziho fadku zleva nebo zprava — pamét O(N?)
opet plati:
nékteré z téchto udaju se ve vysledku neuplatni, ale jeSte nevime
ktere, tak pocitame a ukladame vsechny!

- prubéh cesty poté snadno zrekonstruujeme ,zpétnym chodem®*
zdola nahoru (jdeme po pfedchudcich, podobné jako pfi urCovani
nejkratSi cesty pfi prochazeni do Sirky)

- Casova slozitost zUstava O(N?)
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4. Jiny postup dynamickym programovanim — zespodu:

- Cteme radky Cisel postupné zdola, pro kazdé z Cisel muzeme
spocitat a ulozit maximalni soucet Cisel na cesté vedouci z tohoto
Cisla az dolu
nékteré z téchto udaju se opet ve vysledku neuplatni, ale jeste
nevime ktere, tak pocitame a ukladame vsechny!

- radek spocitame vzdy z radku nasledujiciho pod nim, kazde cCislo
ma jen dva mozné nasledniky a souCty maximalnich cest z nich
vedoucich mame ulozeny

- vysledkem je spocitana hodnota v prvnim radku

- pocitame tedy radové N2 Cisel, kazdé uréime v konstantnim Case
— opét Casova slozitost O(N?)

- |lze opét doplnit nalezeni cesty
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Arpad (pocet ruznych cest minimalni délky)

- ve méste je pravouhla sit ulic velikosti N x M,
dvojce sousednich ulic maji stejné vzajemné vzdalenosti (jednotkové)
- nékteré kfizovatky jsou rozkopané a proto neprujezdné
(seznam zadan na vstupu)
- Arpad bydli na krizovatce [1, 1], jezdi do prace na kfizovatku [N, M]
- Arpad jezdi na posledni chvili, takze musi jet po trase minimalni delky
(coz je délka M+N-2)
- ukol: urcit, kolik riznych cest ma Arpad na vybér
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Reseni:

oznacme TI[i, j] poCet ruznych cest z kfizovatky [1, 1] na i, |]
hledame T[N, M]
zakladni pozorovani: plati vztah T]i, j] = T[i-1, j] + TIi, J-1]

(jeSté oSetrit okraje a rozkopané krizovatky! — ale to je snadné)

1. primitivni reSeni rekurzi

zavolame rekurzivni funkci R(N, M), ktera implementuje vyse

uvedeny vztah

— vede k opakovanym volanim funkce R se stejnymi parametry,
exponencialni Casova slozitost
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2. dynamické programovani shora dolu
zavolame rekurzivni funkci R(N, M), ktery implementuje vySe
uvedeny vztah a vyuziva dvojrozmerné pole T velikosti N X M jiz
spocitanych hodnot
— nejsou opakované vypocty,

casova slozitost v nejhorsim pripadée O(N.M)

3. dynamické programovani zdola nahoru
po radcich vyplnujeme dvojrozmérné pole T velikosti N x M znamych
hodnot podle vySe uvedeného vztahu
— nejsou opakované vypocty,
casova slozitost v kazdém pfipadé O(N.M)
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Nevyhoda postupu shora dolu:
opakovana volani rekurzivni funkce (rezie na rekurzi nas neco stoji)

Vyhoda postupu shora dolu:
v nekterych pripadech nepocCitame nepotrebné hodnoty,

takze vypocCet muze byt rychlejsi,
v pfipadé na obrazku dole dokonce jen O(N+M)

cara na obrazku vyznacuje, kde jsou rozkopane krizovatky

[1,1]
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Délka nejdelsi rostouci vybrané podposloupnosti

1. hladoveé
— linearni pruchod s postupnym prodluzovanim — vysledek Spatné!

2. primitivni reseni rekurzi
— zkousi vsechny vybrané podposloupnosti — exponencialni slozitost

3. dynamické programovani (zdola)

- pole T[i] — délka maximalni rostouci podposloupnosti vybrané

z pocCatecniho useku A[1], A[2], ..., A[i] delky | a zakonCené prvkem A[i]
- postupné pocitame T[1], T[2], ..., T[N]

- hledanym vysledkem je maximum z hodnot v poli T

- kazdy prvek TJi] urCime v ¢ase O(N) na zakladé uz znamych hodnot
ulozenych v poli T

— celkova ¢asova slozitost O(N?)
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def vybrana(a):
t = [1]*len(a)
max = 1
for i in range(l, len(a)):
for j in range (i) :
if a[j] < al[i] and t[jJ] + 1 > tf[i]:

t[i] = t[J] + 1
if t[i1] > max:
max = t[i]

return max

print (vybrana (a))
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Rozsireni: urceni nejdelsi rostouci vybrane podposloupnosti

def vybrana(a):

t = [1]*len(a)
p = [0]*1len(a)
0

1

hodnoty délek

predchidci (indexy)

maximalni délka

kde jsme ziskali maximalni délku

H= H = F

for i in range(l, len(a)):
for j in range(i):
if a[j] < a[i] and t[jJ] + 1 > t[i]:

if t[1]
max
k =
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t

P
>

1

(1] = t[J] + 1
[1] = ]

max :

t[i]
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s = [alk]]
while pl[k] !'= 0:

k = plk]

s.append (al[k])
return list (reversed(s))

print (vybrana (a))
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4. poznamka
jde to i lépe — s Casovou slozitosti O(N.log N)

idea:

- definujeme hodnoty M[j] = minimalni dosud znama hodnota
posledniho prvku vybrané rostouci posloupnosti délky j

- prepocitavame je postupné pro A[1], A[2], ..., A[N]
(rozmyslete sami nebo viz cviceni)
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Délka nejdelsi spole€né vybrané podposloupnosti
jsou dany posloupnosti A[1..N], B[1..M]

TIi, J] — délka nejdelsi spoleCné podposlouposti vybrané
z pocateCnich useku A[1], A[2], ..., A[i] resp. B[1], B[2], ..., BJj]
hledame T[N, M]

plati:  kdyzi=0nebo =0, pak T[i,j]=0
jinak kdyz A[i] = B[j], pak T[i, j] = T[i-1, j-1] + 1
jinak TTi, j] = max(T[i, j-1], T[i-1, j])

dynamické programovani (zdola): tabulku T vyplfiujeme po fadcich,

kazdou hodnotu TIi, j] spoCitame v konstantnim Case
— celkova Casova slozitost O(N.M)

poznamka: v pfipadé postupu rekurzivné shora muze byt Casova
slozitost algoritmu O(N) ... pokud jsou obé posloupnosti shodné
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Maximalni palindrom

Je dan znakovy fetézec tvoreny N znaky.
Mame urcit délku maximalniho palindromu (symetrického fetézce
znaku) vybraného ze zadaného fetézce.

Priklad:
fetézec: ABECEDA
vysledek: 5

duvod: nejdelSi dosazitelny palindrom je AECEA — ma délku 5 znaku
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Primitivni reseni:

- zkoumat postupné vsechny vybrané podretézce,
ktery z nich je symetricky a ktery nikoliv

- slozitost O(2N)
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ResSeni dynamickym programovanim:

- uvazujeme vzdy vSechny mozné souvislé useky daného fetézce
delky 1, 2, 3, ..., N (v tomto poradi), pro kazdy urCujeme délku
maximalniho vybraného palindromu

- pro vSechny useky délky 1 je vysledkem zjevné 1
- kdyz uz zname reSeni pro vSechny useky délky 1, 2, ..., k-1,
dokazeme snadno urcit feseni pro libovolny usek delky k

(rozlisime dva pripady podle toho zda se oba krajni znaky
zkoumaného useku shoduji, nebo ne ...)
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-vSechny ziskané vysledky ukladame do pole N x N
— mohli bychom je jeSte potrebovat
V[i, J] = délka maximalniho palindromu vybraného z useku a[i]..a][j]
smysl| ma pouze trojuhelnik nad hlavni diagonalou

- pole v vyplnujeme po diagonalach
(od hlavni diagonaly k pravému hornimu rohu)

- vysledkem je reseni jediného existujiciho useku délky N
... Cislo v[0, N-1]

Pavel Topfer, 2025 Programovani - 12 26



a = input ("Zkoumany retézec: ")

n = len(a)
v = [[0 for 1 in range(n) ]
for i in range(n):

vii][i] = 1

for delka in range (2, n+l):

for 7 in range(n)]

for i in range(n - delka + 1):

J = 1 + delka - 1
if afi] == a[]]:

v[i][J] = v[i+1][J-1] + 2
elif v[i+1][3j] > vI[i] [j-1]:

v[i] []]
else:

<
-

(G

Il

v[ii+1l] [J]

v[i][]J-1]
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Casova slozitost:

pocitame fadové N2 hodnot, kazdou uréime v konstantnim ¢ase
— Casova slozitost O(N?)
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Doplnéni ulohy:

Které znaky mame z rfetézce vynechat, abychom dostali maximalni

palindrom?

Reseni:
- v prubéhu dynamického programovani si budeme v dalSim poli
zaznamenavat, ktery znak jsme v kterém kroku vypustili
X[, J] = iIndex vypusténého znaku pfi urCeni V[i, ]

- mnohé z téchto udaju nakonec nebudeme potfebovat, ale jesté
nevime, které potrebné budou

- az najdeme vyslednou délku, ze zaznamenanych udaju zpétné

zrekonstruujeme posloupnost vSech vypusténych znaku
... pocCinaje od x[0, N-1]
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XS B8

for

for

input ("Zkoumany retezec: ")

= len (a)
[[0 for 1 in range(n)] for j in range(n) ]
[[-1 for i1 in range(n)] for j in range (n) ]
1 in range(n):
vii][i] = 1

delka in range (2, n+1):
for 1 in range(n - delka + 1):
J =1 + delka -1

if afi] == a[3]]:
v[i][J] = v[1+1][3-1] + 2
elif v[i+1][j] > vI[i]l[J-11:
v[i][J] = v[1+1][]]
x[1][J] = 1
else:
v[ii][J] = vI[i][j-1]
x[1]1[3]1 = 3

print (v[0] [n-1])
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i =20
7 = n-1
while 1 < 7J:
if x[1][]] == -1:
i+=1; j-=1
elif x[i][]] == 1i:
print (1i+1, end=' ")
i+=1
else:
print (j+1, end="' ")
J-=1
print ()
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Alternativni ulozeni dat:

- misto pole v pouzijeme pole t velikosti N x N
t[i, j] = délka maximalniho palindromu vybraného z useku delky I,
ktery zacCina v posloupnosti na indexu |
smysl ma pouze trojuhelnik nad vedlejsi diagonalou

- pole t vyplhujeme po fadcich shora dolu
(fadky vzdy od zacCatku k vedlejSi diagonale, vCetné diagonaly)

- vysledkem je reSeni jediného existujiciho useku délky N
... Cislo t[N-1, 0]

Je to totéz jako predchozi reseni, jenom mame jinak usporadané
hodnoty.
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Problém batohu (jednodussi verze)

Mame N pfedmétu znamych hmotnosti m;, m,, ..., my a zname
nosnost batohu M.

Ukolem je vybrat skupinu pfedmétd s co nejvyssim souétem
hmotnosti, ktery pritom ale neprekroCi M

(tzn. vybrané predmeéty se vejdou do batohu).

Poznamka: Hmotnosti vSech pfedmétu i vysledna hmotnost M
jsou cela Cisla neprevysujici predem znamou hodnotu Max

Y v v

Pavel Topfer, 2025 Programovani - 12
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Postup reseni:

V poli A[0..Max] sledujeme, zda dokazeme presné zaplnit
,malé batohy“ o nosnostech 0, ..., M pomoci prvnich k pfedméta.

Inicialiazce: AJi] = 0 pro vsechnai > 0, A[0] =-1

Bereme jeden pfedmét za druhym (v libovolném poradi) a snazime
se nalézt uplné zaplnéni kazdého z batohd.

Po k-tém kroku: Ali] '= 0 pravé kdyz z pfredmétu 1..k Ize vybrat

skupinu se souctem hmotnosti rovnym presne i
(batoh velikosti i Ize pfesné zaplnit pomoci prvnich k predmétu).
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Vypocet v k-tém kroku:
proi=M, M-1, M-2, ..., m:
kdyz A[i] == 0 & A[i-m,] != 0, polozime A[i] = k

Tedy: batoh i Ize zaplnit tak, ze do néj vliozime k-ty predmét
a zbyvajici volnou kapacitu i-m, uz umime presné zaplnit
pomoci prvnich k-1 pfedmétu.

Dulezité je prochazet pole A odzadu
- abychom tentyz predmet nepouzili dvakrat!

Po N krocich:

Nenulové hodnoty A[i] uréuji hmotnosti vSech skupin predmétu
(az do horni meze M). Nenulova hodnota na nejvyssim indexu
urcuje nejlepSi mozné zaplnéni batohu o nosnosti M.
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Slozitost:

pamet’ staci jedno jednorozmeérné pole A velikosti M
— prostorova slozitost O(M)

cas: pole A velikosti M prochazime N-krat, kazdy prvek vzdy

spocitame v konstantnim Case — Casova slozitost O(N.M)

Je to tzv. pseudopolynomialni algoritmus — Casova a prostorova
slozitost zavisi polynomialné nejen na poctu vstupnich udaju,
ale i na jejich hodnotach.
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Vybér predméti:
Které predméty mame vybrat?

MuUze existovat vice feSeni, ur¢ime jedno z nich zpétnym chodem
pomoci hodnot ulozenych v poli A:

- necht' w je index posledni nenulové hodnoty v poli A
(tzn. nejlepSi mozné zaplnéni batohu)
- Cislo AJw] urCuje posledni predmet vlozeny do batohu velikosti w
- tento predmet ma hmotnost myg,,
- hodnota w— m,,, je tedy zbytkova volna kapacita tohoto batohu
- dale uvazujeme tento ,mensi batoh” s kapacitou w—m,,; a
postupujeme stejne, dokud nedojdeme az k nulové zbytkove kapacite
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hm = [2, 13, 17, 13, 4, o, 9] # hmotnosti predmétu

m = 20 # kapacita batohu
a = [0] * (m+1)
al0] = -1

for k in range(len (hm)) :

1 = m
while 1 >= hm[k]:
if a[i] == 0 and a[i-hm[k]] != O:
ali] = k
1 —=1
1 = m
while a[i] ==
i -—=1

print ("Maximalni hmotnost nakladu:", 1)
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print ("Vybrané predmety:",
while a[i] != -1:

print (a[i], end=' ")

1 -= hmla[i]]
print ()

Pavel Topfer, 2025
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