Prohledavani stavového prostoru do sirky
= breadth-first search (BFS)
algoritmus ,viny”

- budeme soubézné zkouset vSechny mozné varianty pokracovani
vypoctu, dokud nenajdeme reSeni ulohy
— pruchod stromem vS§ech moznych cest vypoctu do Sirky,
po vrstvach
(v kazdé vrstvé zkousime vSechny moznosti zleva doprava)

- je nutné pamatovat si vSechny stavy v jedné vrstve stromu
— pfi vétSi hloubce to mluze byt pamétové velmi narocné
(exponencialné), az nepouzitelné

- pouzijeme, mame-li nalézt jedno (nejkratsi) reseni
— vzdy najde nejkratSi mozné feSeni co do poctu kroku
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- vyhodné, existuji-li v rozsahlém prohledavacim stromeé nejaka
feSeni vzdalena od startu jen na malo kroku — prohleda se jen
nékolik hornich vrstev stromu (vyznamna Casova uspora oproti
prohledavani do hloubky)

- nevhodné pri uloze nalézt vSechna reseni — musi se projit cely
strom, a to je pfri stejné Casove slozitosti vyhodnejSi provadet do
hloubky (pamétové mnohem méne narocne)

- v nekterych ulohach je nutné prohledavat do hloubky
(prohledavani do Sirky by se pamétové nezvladlo), v nékterych je
nutné prohledavat do Sirky (prohledavani do hloubky by se Casove
nezvladlo), v nékterych je to jedno (obé varianty prohledavani jsou
pamétové i Casove stejné narocne)
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Implementace prohledavani stavového prostoru
do hloubky a do Sirky

- Jiz zname z prohledavani binarniho stromu,
zde pouzijeme v principu stejny postup

- prohledavani do hloubky se zpravidla realizuje rekurzivni funkci,
totéz Ize naprogramovat pomoci zasobniku a cyklu

vloz do zasobniku vychozi stav
dokud (neni zasobnik prazdny) a (neni nalezeno feSeni) opakuj
vyjmi ze zasobniku vrchni stav a zpracuj ho
vloz do zasobniku vSechna jeho mozna pokraCovani
(pouze dosud nenavstivené stavy!)
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- prohledavani do Sirky se realizuje podobné pomoci fronty a cyklu

- do fronty ukladame navstivené stavy,
které je treba jeste zpracovat

- musime evidovat vSechny jiz navstivené stavy
a nezarazovat je do fronty opakované

vloz do fronty vychozi stav
dokud (neni fronta prazdna) a (neni nalezeno rfeSeni) opakuij
vyjmi z fronty prvni stav a zpracuj ho
vloz do fronty vSechna jeho mozna pokraCovani
(pouze dosud nenavstivené stavy!)
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Priklady:

Proskakani Sachovnice konem (bylo minule)
- kazdé mozné rfeSeni ulohy ma délku 63 kroku,
prohledavani do sirky je pametove nerealné

NejkratsSi cesta koném na sachovnici

- dana vychozi a cilova pozice

- ukol: dojit Sachovym koném co nejmensim pocétem tahu
z vychozi do cilové pozice

- prohledavani do hloubky je velmi nevhodné — backtracking
do hloubky az 63
(pritom vzdy existuje cesta déelky maximalné 6)
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Postup reseni:

- prohledavame do Sirky jako pfi hledani nejkratSi cesty
v neohodnoceném grafu — algoritmus ,viny*

* pocatec€ni pozici oznaCime 0,
* sousedni poliCka oznaCime 1, jejich sousedy oznacCime 2, atd.,

dokud nedojdeme na cilové policko
(Cislo = délka nejkratSi cesty ze startu na toto policko)

- k nalezeni vlastni cesty je nutny jesté ,zpétny chod”
(cil > sousedni policko s hodnotou o0 1 mensi — ... — start)
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Moznosti implementace (mozna vylepseni):

1. PoliCka Sachovnice z pfedchoziho kroku viny (tzn. policka

s Cislem o 1 menSim) nevyhledavat vzdy prochazenim celé
Sachovnice, ale ukladat si jejich souradnice do fronty

— je potfeba pamét navic na ulozeni fronty, ale urychli to vypocet
ve fazi algoritmu ,viny“

2. U kazdého poliCka na Sachovnici si pamatovat nejen minimalni
poCet kroku, které na néj vedou ze startu, ale i soufadnice
predchoziho poliCka

— snadné nalezeni prfedchudce pfi zpétném chodu (ale zase je to
pameétove | Casove naroCnéjsi pfi provadeni ,viny®)

Obé uvedena vylepSeni implementace zname jiz z algoritmu
hledani nejkratsi cesty v grafu.
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n = 8 # rozmér Sachovnice

s = [[-1]*(n+l) for  1in range (n+l)
# vzdalenost pole od startu
pred = [[None]* (n+l) for in range (n+l)]

# predchiudce na nejkratdi cesté
)r (21_1)1 (11_2)1
2/ )I (_211)/ (_1/2))
# prirdstky souradnic pri tahu koném

tah = ((1,2), (2,1
(_11_2)1 (

startl, start2 =

[int () for  in input('Startovnl pole: ') .split()]
cill, cil2 =

[int () for in input('Cllové pole: ') .split()]
s[startl] [start2] = 0
fronta = [(startl, start?)]

# fronta ridi pruchod do 3irky
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while s[cill] [cil2] == -1: # dokud nejsme v cili

il, i2 = fronta.pop(0) # vyzvedneme z fronty (il,i2)
krok = s[1l1l][12] + 1
for smer in range(len(tah)): # zkusime vSemi sméry

J1 = 11 + tah[smer] [0]
72 = 12 + tah[smer] [1]
if jJj1 >= 1 and jl <= n and j2 >= 1 and j2 <= n:

if s[jl]1[j2] == -1: # pole nenavstiveno
s[J11[32]1 = krok # pijdeme na (j1,732)
pred[J1][J2] = (11, 12)

fronta.append ( (31, j2))
# vliozime do fronty
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print ('Nejkratsi cesta v poradi od cile ke startu:')
print ((cill, cil1l2), end='"' ")
il, i2 = cill, cil?
while (i1, 12) != (startl, start?):
# rekonstrukce cesty - zpétny chod
31, J2 = pred[il][i2]
il, 12 = 31, j2
print ((il, 12), end=' ")
print ()
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,Rozdel a panuj“ (divide et impera)

- metoda rekurzivniho navrhu algoritmu (programu)

Problém se rozdeli na dva podproblémy stejného typu, ale mensi
velikosti, z jejichz FeSeni Ize snadno ziskat reSeni puvodniho
problemu. Kazdy podproblém je bud’ uz trivialni a vyresime ho

primo, nebo k jeho reseni pouzijeme stejny rekurzivni postup.

Realizace: nejCastéji rekurzivni funkci

Pavel Topfer, 2025 Programovani - 11

11



Podminka rozumné (tj. efektivni) pouzitelnosti metody:
podproblémy vznikajici rozkladem jsou na sobe nezavislé
(nevyuzivaji stejné dilCi podulohy a jejich feSeni)

Protipriklad: Fibonacciho Cisla rekurzivne

- feSeni ulohy se sice skladalo z reseni podobnych mensich
poduloh, ale ty nebyly na sobé nezavislé — opakované vypocty,
velmi neefektivni feSeni (exponencialni Casova slozitost)
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Vyhodnoceni aritmetického vyrazu
Priklad: 5* (3 +4*6—-8)

Postup reseni:

1. ve vyrazu najdeme znamenko, které se vyhodnocuje az jako
posledni

z nich to nachazejici se ve vyrazu co nejvice vpravo)

2. vyraz rozdelime na dva podvyrazy — vlevo a vpravo od nalezeného
znamenka

3. oba tyto podvyrazy vyhodnotime

4. s vysledky obou podvyrazu vykoname posledni operaci ur¢enou
zvolenym znaménkem
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Realizace:

1. linearni prichod vyrazem zleva doprava

(pokud zadné znaménko mimo zavorky neexistuje,
odstranit z vyrazu vnéjsi zavorky a pruchod zopakovat)
2. jednoducha akce (konstantni Casova slozitosti)

3. bud' je podvyraz trivialni (pouze konstanta),

nebo se vyhodnoti rekurzivnim volanim téhoz algoritmu
4. jednoduché akce (konstantni Casova slozitosti)

Priklad:
5+(3+4*6-8) 95
5 (3+4*6-8)
3+4%6-8 19
3+4%6 8 27
3 4*6 24
4 6

Pavel Topfer, 2025 Programovani - 11

14



def znamenko (s) :

plus, krat, zavorky = 0, 0, O
for 1 in range(len(s)):
c = s[1]
if == '(': zavorky +=1
if ¢ == '")': zavorky -=1
if ¢ == '"+' or == '-"':
if zavorky == plus
if ¢c == '"*'" or c == '/':
if zavorky == krat
if plus > 0: return s, plus
if krat > 0: return s, krat
if s[0] == " (':
s = s[l:-1]
s, z = znamenko (s)
return s, =z
return s, None

Pavel Topfer, 2025

Programovani - 11

15



def hodnota(s) :

s, z = znamenko (s)

if z == None: return int (s)

sl = s[:z]

s2 = s|[z+1:]

if s[z] == '"+': return hodnota(sl) + hodnota(s2?)
if s[z] == '-': return hodnota(sl) - hodnota(s2)
if s[z] == '"*': return hodnota(sl) * hodnota(s2)
if s[z] == '/': return hodnota(sl) // hodnota (s2)

print (hodnota (input()))
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Casova slozitost:
N — délka vyrazu (pocet Cisel ve vyrazu)

nejhorsi pripad
- vzdy zvolime prvni nebo posledni znaménko v aktualnim useku
- postupné prochazime useky délky N, N-1, N-2, ...
celkem tedy prace N + (N-1) + (N-2) + ... + 1 = N.(N+1)/2 O(N?)

nejlepsi pripad

- vzdy zvolime prostfedni znaménko ve vyrazu

- prochazime 1 usek délky N, 2 useky délky N/2, 4 useky délky N/4, ...
celkem hloubka rekurze log N
na kazdeé hladiné rekurze se vykona prace o celkovém rozsahu N
(= soucet délek K useku, kazdy dlouhy N/K prvku) O(N.log N)

prumérny pfipad - |lze ukazat, ze Casova slozitost v prumérném
pripadé je O(N.log N) jako v nejlepsim pripadé
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Hanojskeé véeze

- 3 koliky A, B, C

- na A je N disku rtzné velikosti, sefazené od nejvétsiho (dole)
k nejmensSimu (nahore)

- koliky B a C jsou prazdné

- ukol: prenést vSechny disky z A na B, mohou se odkladat na C

- podminka: nikdy nesmi lezet vetsi disk na mensim

Reseni:
PRENESVEZ (N, A, B, C) = pfenes N diskti z A na B pomoci C

— provedeme jedine takto:

1. PRENESVEZ (N-1, A, C, B) - rekurze
2. prenes diskzAnaB - trivialni akce
3. PRENESVEZ (N-1, C, B, A) - rekurze

Casovéa slozitost: O(2N) — dana charakterem problému,
k vyfeSeni ukolu je nutné provést tolik pfesunu.
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def hanoj(n, a, b, c):
nunn
reSeni ulohy o Hanojskych vézich:
prenasime "n" kotoucu
z koliku "a" na kolik "b";
tretli kolik "c" je pomocny

mwiwmn

if n > O:
hanoj (n-1, a, c¢, b)
print(str(a) + " -> " + str(b))

hanoj (n-1, ¢, b, a)

hanoj (10, 1, 2, 3)
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MergeSort (trideni slévanim)

- princip jiz zname z iterativni implementace,
nyni algoritmus implementujeme rekurzivne

- rozdélime seznam Cisel na dve stejne velke Casti (plus/minus 1)
- kazdou z nich setridime

(bud' je trivialni, nebo rekurzivnim volanim téhoz algoritmu)
- obé setridene casti pole slijeme dohromady = merge

(linearni Casova slozitost vzhledem k délce slévanych useku)
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def merge (x, vy):
"""slévanl dvou setridénych posloupnosti"""

1 =73 =0
out = []

while 1 < len(x) and j < len(y):
if x[1] < yI[J]:
out.append(x[1])

i+=1

else:
out.append(y[J])
j += 1

if 1 < len(x):
out.extend(x[1:])
if j < len(y):
out.extend(y[Jj:])
return out
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def mergesort(s):
if len(s) <= 1: return s
mid = len(s) // 2
return merge (mergesort (s[:mid])
mergesort (s[mid:])
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Casové slozitost:

- slévame postupné (odzadu)
2 useky delky N/2,
4 useky delky N/4,
8 useku délky N/8,

- celkem hloubka rekurze log N,
na kazdeé hladiné rekurze se vykona prace N
(= soucet délek K useku, kazdy dlouhy N/K prvktu) — O(N.log N)

Prostorova slozitost:
- algoritmus potrebuje pomocnou pamet pro sléevani

velikosti N na kazdé hladiné rekurze, takze celkem  O(N.log N)
- navic je treba pameét na realizaci rekurzivnich volani

(zasobnik — systémovy nebo pfip. vliastni)
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Jina implementace — radi se data v puvodnim seznamu:

def mergesort(a, zac, kon, temp):
mwiiw
tridéni slévanim - rekurzivnl verze
ttidi data v puvodnim poli
seradi seznam al[zac..kon] pomoci temp[zac..kon]

mwwmmn

stred = (zac + kon) // 2
if zac < stred:

mergesort (a, zac, stred, temp)
if stred+1 < kon:

mergesort (a, stred+l, kon, temp)

i = zac # zacatek prvniho useku
j = stred+l # zacatek druhého Useku
k = zac # zacatek vysledného seznamu

Pavel Topfer, 2025 Programovani - 11 24



# sleje al[zac..stred] s a[stred+1l..kon]
# do temp[zac..kon]
while 1 <= stred and j <= kon:

if a[i] <= al[3j]:

temp[k] = ali]
i +=1
else:
temp[k] = a[]J]
j +=1
k += 1
if 1 <= stred: # zbytek prvniho UGseku
temp[k:kon+1l] = al[i:stred+1]
else: # zbytek druhého useku
temp[k:kon+1l] = a[j:kon+1]

# vysledek zkopiruje do seznamu a
alzac:kon+1l] = temp[zac:kon+1]
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Volani funkce (fadime Cisla v seznamu p):
mergesort (p, 0, len(p)-1, [0]*len(p))

Druha implementace algoritmu ma sice delsi kod,

cely vypocCet se ale provadi jen se dvéma seznamy délky N,
neprovadi se ani zadna prubézna alokace paméti (zadné realokace
pfi prodluzovani seznamu).

Prostorovou slozitost jsme tim snizili na O(N), algoritmus ovSem

nadale potrebuje drunhy pomocny seznam delky N pro slévani a
pamet na realizaci rekurzivnich volani.
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QuickSort (tridéni rozdéelovanim)
- v prumeéru nejrychlejsi znamy tfidici algoritmus

Zakladni idea:

- v seznamu zvolime jeden prvek (my tfeba ten, co lezi uprostred)
— tzv. pivot

- prvky seznamu rozdelime na mensi, rovné, vetsi nez pivot

- zvlast ty mensi a zvilast ty vetsi setridime rekurzivnim volanim
tehoz algoritmu, setfidéné useky spojime za sebe

- rekurze konci u useku délky 1
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def quicksort(s):

if len(s) <= 1:

return s
x = s[len(s) // 2] # pivot
vlievo = [ a for a in s 1f a < x ]
stred = [ a for a in s 1if a == x ]
vpravo = [ a for a in s if a > x ]

return quicksort (vlevo) + stred + quicksort (vpravo)
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Jina implementace — radi se data v puvodnim seznamu:

- inicializace: tfidénym usekem je cely seznam Cisel délky N

- v tfidéném useku zvolime jeden prvek (pivot, oznacme Xx)

- prvky prerovnat tak, aby vievo byly prvky < x a vpravo prvky > x
(linearni Casova slozitost vzhledem k délce tfidéného useku)

- tim se puvodni seznam rozdéli na dvé ¢asti

- oba vzniklé useky setrfidime rekurzivnim volanim téhoz algoritmu
(pokud nejsou trivialni, tzn. délky 1, pfip. 2)

- po skonceni vsech rekurzivnich volani je cely seznam serazen

Programova realizace:

- rekurzivni funkce, poprvé bude zavolana s parametry 0, N-1
- parametry = indexy v seznamu vymezujici aktualni trideny usek
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def quicksort (s, zac, kon):

"""seradl prvky v seznamu s v Useku zac-kon"""

1 = zac

7 = kon

x = s[(1 + 3)//2]
while 1 <= 7:

while s[1] < X
1 +=1
while s[]] > x
7 -=1

if 1 < 7:
s[1], s3] = s3], sl1]
i +=1
7 —-= 1
elif 1 == 7
i +=1
7 -=1
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if zac < 7j:

quicksort (s, zac, 7J)
if 1 < kon:

quicksort (s, i, kon)

c = 1[5 22, -4, 0, 5, 77, -14, 0, 0, 1, -80]
quicksort(p, 0, len(p)-1)
print (p)
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Prostorova slozitost:
- tridéni dat probiha na miste v seznamu

- navic je ale treba pamét na realizaci rekurzivnich volani
(zasobnik — systémovy nebo viastni)
* v nejhorsSim pfipadé O(N)
* pfi dobré implementaci s vlastnim zasobnikem
|ze snizit na O(log N)
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Casova sloZitost:
stejna jako u algoritmu na vyhodnoceni aritmetického vyrazu

nejhorsi pripad

- za pivota vybereme vzdy nejmensi nebo nejvetsi prvek v useku

- postupné prochazime useky délky N, N-1, N-2, ..., O(N?)
nejlepsi pripad

- za pivota vybereme vzdy prostfedni hodnotu (median) v useku
- prochazime 1 usek délky N, 2 useky délky N/2, 4 useky délky N/4, ...,
celkem hloubka rekurze log N,
na kazdeé hladiné rekurze se vykona prace o celkovém rozsahu N
O(N.log N)

prumérny pfipad
- |Ize dokazat, Zze €asova slozitost v prumérném pripadé je O(N.log N)
jako v nejlepSim pripade
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Jak snizit pravdepodobnost neprizniveho nejhorsiho pripadu
S kvadratickou ¢asovou slozitosti?

Volba pivota:

- jeden nahodné vybrany prvek z tfidéného useku

- vzorkovani — median ze tfi nahodné zvolenych prvku

- nahodny vyber
+ ovéreni, zda je alespon Y4 prvkl menSich a V4 prvka vétSich nez on,
pokud ne, opakovany vybér (tfeba i vicekrat)

- nalezeni medianu tfrideného useku
umime proveést v linearnim Case, zajisti to Casovou slozitost quicksortu

O(N.log N) i v nejhorS§im pfipadé, ale v pruméru bude pomalejSi
(vzroste multiplikativni konstanta)
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QuickSort — implementace bez rekurzivni funkce

- pouziti rekurzivni funkce Ize nahradit vlastnim zasobnikem
a cyklem (podobné jako u prohledavani do hloubky)
- zasobnik ,dluhu® = seznam useku, které je jesté treba dotfidit
- misto rekurzivniho volani — vlozeni useku do zasobniku
- v cyklu se postupne vybiraji ze zasobniku jednotlivé dluhy
a reSi se (€imz zase vznikaji nové, mensi dluhy)

- pro programatora vice prace pri psani programu
- vysledny kdéd ovSem muze byt uspornéjsi
* na Cas (Uspora za rezii rekurzivnich volani)
* na pamet (pri dobré organizaci prace stacCi zasobnik
logaritmické vysky)
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