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Optimalne paralelné triedenie
Cole

paralelny mergesort pomocou dobrych vzorkovacich postupnosti

@ Prvok c je meadziprvkamiaab =4 a< c < b.

e Nech e je prvok a L je mnoZina. hodnost(e, L) = pocet prvkov z L mensich
nez e

o definujeme funkciu R[A, B] : A — N tak, Ze R[A, B] := hodnost(e, B) —
reprezentujeme polom dizky |A| tak, Ze R[A, B][i] = hodnost (A[i], B)

e Utriedena postupnost L sa nazyva dobra vzorkovacia postupnost (dvp) pre
postupnost J =4 medzi fubovolnymi k + 1 po sebe idtcimi prvkami z
{—o0} ULU{cc} je maximalne 2k + 1 prvkov z J

@ Priklad: S utriedena postupnost, S; je postupnost obsahujuca kazdy
druhy prvokz S = S; dvp S.
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Mergewithhelp

function mergewithhelp(J, K, L)

{ L je dvp pre obidve utriedené postupnosti J a K }
begin

rozdel J na J(1), J(2), ..., kde J(/) je mnoZina prvkov
leziacich medzi (i — 1)-vym a i-tym prvkom postupnosti L

analogicky K na K(1), K(2), ..., kde ...podfa L

forall i,1 </ <|L| + 1 in parallel do res; := merge(J(i), K(i))

mergewithhelp := resyres; ... res| |4

end
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Vlastnosti dvp

Ozn. & oznacCuje operaciu zlievania (merge)

Lemma
X dvp X’
Y dvp Y’
Potom

} X, Y, X', Y utriedené postupnosti.

X&Y dvp X' a X&Y dvp Y’ .

@ Pozor: X&Y nemusi byt dvp X'&Y’!
X=[2,7 X =1[2,56,7 X&Y =[1,2,7,8]
Y:[1>8] Y/:[1737478] X/&Y/:[1a273a475767778]

@ redukcia(X) =4 postupnost obsahujuca kazdy Stvrty prvok z X
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Vlastnosti dvp

X dvp X’

Y dvp Y’
Potom medzi lubovofnymi r po sebe iducimi prvkami z X&Y je
maximalne 2r + 2 prvkov z X'&Y'.

} X, Y, X', Y utriedené postupnosti.

Dékaz:
@ mdzeme predpokladat, ze X, Y obsahuju —oo, +o0
@ nech ey, es,..., e, je r po sebe iducich Cisel z X& Y — h prvkov z
X ajprvkovz Y.
@ BUNO g € X

@ a) ecX:
medzi ey a e, je maximalne 2(h — 1) + 1 prvkov z X’
medzi e; a e, je maximalne 2(j+ 1)+ 1 prvkov z Y’ (eq, ..., e, lezia
medzi j + 2 po sebe iddcimi prvkami z Y)
Celkovo: 2(h—1)+1+2(j+1)+1=2h+j)+2=2r+2
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Vlastnosti dvp

X dvp X’

Y dvp Y’
Potom medzi lubovofnymi r po sebe iducimi prvkami z X&Y je
maximalne 2r + 2 prvkov z X'&Y'.

} X, Y, X', Y utriedené postupnosti.

Dékaz:
@ mdzeme predpokladat, ze X, Y obsahuju —oo, +o0
@ nech e, es,..., e, je r po sebe iducich Cisel z X& Y — h prvkov z
X ajprvkovz Y.
@ BUNO g € X
@ b)ecY:

medzi e; a e, je maximalne 2h + 1 prvkov z X’
medzi e; a e, je maximalne 2j + 1 prvkov z Y’
Celkovo: 2r + 2
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Redukcia a zlievanie

X dvp X’

Y dvp Y’
Potom medzi lubovolnymi r po sebe iducimi prvkami z X&Y je
maximalne 2r + 2 prvkov z X'&Y'.

X, Y, X', Y utriedené postupnosti.

Pouzitie:
@ Nech Z = redukcia(X&Y) a Z' = redukcia(X'&Y’)
@ ey,...,6.1 PO sebe iduce prvky zo Z

medzi nimi je maximalne 4k + 1 prvkov X&Y (vratane e; a ex.1)
medzi tymito 4k + 1 prvkami lezi maximalne 8k + 4 prvkov z
X'&Y’, teda po redukcii maximalne (8k +4) - 1 = 2k + 1 prvkov
z0 Z'

= Zdvp Z'.
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Schéma algoritmu triedenia

@ predpokladdme pocet vst. prvkov rovny mocnine 2
binarny strom — uzly budi obsahovat utriedené postupnosti
prvkov
@ Inicializacia: /-ty list obsahuje i-ty vstup, vnatorné uzly obsahuju
prazdne zoznamy
@ Vypocet:
val, postupnost ulozena v uzle v
T, podstrom s korenom v
list, zoznam prvkov v listoch stromu T,
@ Uloha uzlu v: utriedit postupnost list,
val, bude vzdy podpostupnost postupnosti list,
vrchol v je { Uplny —ak |valy| = |fisty|
neuplny inak

Frantiek Mraz (KSVI MFF UK) Paralelné algoritmy Paralelné algoritmy, 2011/2012 9/16



Optimalne paralelné triedenie

Priebeh vypoctu v uzle v

@ v dostéava dva prudy utriedenych postupnosti
Xi,Xo,..., X, zlavého syna
Yy, Yo,..., Y, zlavého syna
@ nasledne podita prud utriedenych postupnosti

vzdy X; a Y; zaroven.

(valy); := mergewithhelp(X;, Y;, (valy);_1)

a vysiela vystupny prud utriedenych postupnosti Z, ..., Z.

@ vo v8etkych pradoch je dizka nasledujlcej postupnosti
dvojnasobnd oproti predchadzajucej

@ ak je v neuplny, tak otcovi posiela redukcia(val,)
ak je v uplny, tak poSle najprv kazdy druhy prvok a potom vSetky
prvky a prestane pracovat'.
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Pocet procesorov

7

procesory “putuju” spolu s triedenymi prvkami

nech vrcholy do vysky v4 dopoditali

okrem Uplnej arovne je vzdy v nasledujucej vy$Sej vrstve v uzle
postupnost maximalne poloviénej dizky nez v nizéej vrstve

podet vrcholov vo vyske h je 2!°97-" dizka |val,| vo vyske hje
22V1 —h

pocCet procesorov v aktivnych vrcholoch stromu je maximalne

2V1 2V1 Vi
Z 2Iog n—h 22v17h < 2Iog n+2v; Z 272h — n22v1 2272(h+v1) —
h=0

h=v; h=v;

o 1 4
_ n22V1—2V1 22—2/7 S n1 — 1 = n
h=0 4
plus uplna vrstva = O(n)
@ celkovo ¢as O(log n) s n procesormi
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Invarianty

@ Hlavny invariant:
e Viak Xjdvp Xj.1a Y;dvp Yi.q potom Z;dvp Zj;1;
o |Xi| = |V =|Z| = Pl = Tl = 15
e indukciou

Specialne sa oSetri Z; a Z,.1 (nejde pomocou lemmy o redukciach),
ale

@ Z_4 je kazdy druhy zo Z;, teda Z,_1 dvp Z
@ Z je kazdy druhy zo Z,1, teda Z; dvp Z-+
@ ak X ukonci prud v Case t, tak jeho otec skoncCi v Case
t+3 = celkovy pocCet Stadii je 3log n
@ Pomocny invariant:

e AK [Sy, ..., Sp] je prud vstupujuci alebo vystupujuci z nejakého
uzlu, tak pozname aj prad krizovych odkazov R[S; 1, Sj]

@ Pozn.: pre kazdu postupnost S pozname R[S, S]
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Hodnost prvku v postupnosti dizky k pomocou k
procesorov

Lemma

Nech S = [by, ..., by] je utriedena postupnost. Potom hodnost
fubovofného prvku a v S sa da spocitat v konstantnom ¢ase pomocou
O(k) procesorov na CREW PRAMe.

Dbékaz: nech by = —00, byi1 = +o0
forall 0 </ < k in parallel do
if bj < a < bj,1 then hodnost(a, S) := i

Lemma

Nech Si, S, a S = S51&S» su utriedené postupnosti, S; N S, = (.
Potom R[S1, S2] a R[Sz, S1] sa da spocitat’ v ¢ase O(1) pomocou
O(|S]) procesorov na CREW PRAM.

Dékaz: pozname R[S,S] =
hodnost(a, S,) = hodnost(a, S1&S,) — hodnost(a, Si]
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Hlavna technicka lemma |

Nech su dané utriedené postupnosti
X, Y, U=X&Y, X", Y Xdvp X', Y dvp Y'. Ak st dané krizové
odkazy R[X', X], R[Y’, Y], tak méZeme spocitat krizové odkazy
R[X', U], R[Y’, U] v ¢ase O(1) pomocou O(|X| + |Y|) procesorov na
CREW PRAM.
Dékaz: Vypocet R[X’, X& Y] (vypocCet R[Y’, X& Y] analogicky), nech
X =lat,...,ak
a) X' rozdelime na segmenty
X'(1) ...prvky leZiace medzi —oo, ay
X'(2) ...prvky leZziace medzi a, a,

Cas O(1) s O(|X|) procesorov (pozname R[X’, X])
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Hlavna technicka lemma |

Nech st dané utriedené postupnosti
X, Y, U=X&Y, X" Y Xdvp X' Y dvp Y. Ak su dané kriZové
odkazy R[X’, X], R[Y’, Y], tak m6Zeme spocitat krizové odkazy
R[X', U], R[Y’, U] v ¢ase O(1) pomocou O(|X| + | Y|) procesorov na
CREW PRAM.
Dékaz: Vypocet R[X', X& Y]
b) U(i) prvky z Y, ktoré lezia medzi a; 1 aajv U
Vx € X' spo¢itame hodnost (x, U):
foralli,1 <i< k+1inparallel do
for all x € X'(i) do
begin spocitame hodnost'(x, U(i)) (prva lemma o 2 slajdy dozadu)
hodnost(x, U) := j + hodnost'(x, U(/))
J je poradie a; v U
end

Pre kazdé i pouzijeme |U(i)| procesorov, | X'(i)| < 3 pretoze
X dvp X’
= Cas O(1)
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Hlavna technicka lemma Il

Nech su dané utriedené postupnosti
X, Y, U=X&Y, X", Y Xdvp X', Y dvp Y'. Ak st dané krizové
odkazy R[X', X], R[Y', Y], tak méZeme spocitat krizové odkazy
R[U, X'], R[U, Y’] v ¢ase O(1) pomocou O(|X| + |Y|) procesorov na
CREW PRAM.
Dbkaz: Vypocet R[X&Y, X'] (R[X&Y, Y’] analogicky)
@ najprv spocitame R[X, X’]
R[X, X"](j) := index max. prvku z X'(j):

e 0 kazdom prvku z X&Y viem ¢i pochadza z X alebo z Y

e ak g € Xi: R[X&Y, X'](a;) spocitame z R[X, X'](g)

e ak g € Yi: RIX&Y, X'|(a;) spocitame z hodnost(g;, X) a R[X, X']

hodnost(a;, X) := hodnost(a;, X&Y') — hodnost(a;, Y)
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