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Dolné odhady Casovej zlozitosti na PRAMe
’

Dolné odhady su tazké. Ukazeme dva:
@ pre vypotet OR na n bitoch pre CREW PRAMe,
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Dolné odhady Casovej zlozitosti na PRAMe
’

Dolné odhady su tazké. Ukazeme dva:

@ pre vypotet OR na n bitoch pre CREW PRAMe,
@ poditanie stctu n kladnych Gisel na CRCW PRAMe.

Frantiek Mraz (KSVI MFF UK) Paralelné algoritmy Paralelné algoritmy, 2011/2012 3/13



Dolné odhady Casovej zlozitosti na PRAMe Pocitanie OR na CREW PRAMe

Outline

@ Doiné odhady ¢asovej zlozitosti na PRAMe
@ Pocitanie OR na CREW PRAMe
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Dolné odhady Casovej zlozitosti na PRAMe Pocitanie OR na CREW PRAMe

Dolny odhad Casovej zlozZitosti funkcie OR na CREW
PRAMe

Na CREW PRAMe vypocet booleovskej funkcie OR z n bitov vyZaduje aspori log, n
krokov, kde b > 4.79.
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Dolny odhad Casovej zlozZitosti funkcie OR na CREW
PRAMe

Na CREW PRAMe vypocet booleovskej funkcie OR z n bitov vyZaduje aspori log, n
krokov, kde b > 4.79.

Dokaz:

@ Iba idea, pretoze Uplny ddkaz je velmi technicky a dlhy.

@ Hovorime, Ze bit i ovplyviuje procesor p v ase t, ak sa obsah lokalnej pamate
procesoru p v ¢ase t liSi podla toho, ¢i vstup x; je 0 alebo 1, zatial ¢o ostatné
vstupné bity su nulové.

@ Hovorime, ze bit x; ovplyviuje bunku m spolo€nej paméate v Case t, ak . ..
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@ Hovorime, ze bit x; ovplyviuje bunku m spolo€nej paméate v Case t, ak . ..

@ Indukciou podra t sa da dokazat, Ze pocet vstupnych bitov ovplyviujacich
fubovolny procesor alebo pamatovi bunku v &ase t je najviac ¢!, kde ¢ je
vhodné konstanta.
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Dolny odhad Casovej zlozZitosti funkcie OR na CREW
PRAMe
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krokov, kde b > 4.79.
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@ Iba idea, pretoze Uplny dbkaz je vefmi technicky a dlhy.

@ Hovorime, Ze bit i ovplyviuje procesor p v ase t, ak sa obsah lokalnej pamate
procesoru p v ¢ase t liSi podla toho, ¢i vstup x; je 0 alebo 1, zatial ¢o ostatné
vstupné bity su nulové.

@ Hovorime, ze bit x; ovplyviuje bunku m spolo€nej paméate v Case t, ak . ..

@ Indukciou podra t sa da dokazat, Ze pocet vstupnych bitov ovplyviujacich
fubovolny procesor alebo pamatovi bunku v &ase t je najviac ¢!, kde ¢ je
vhodna konstanta.

@ VSetky vstupné bity musia na konci vypoctu ovplyvnit vystupnd bunku =
aspon log,, n krokov.
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie st¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym pristupom

Outline

@ Doiné odhady ¢asovej zlozitosti na PRAMe

@ Pocitanie suctu na CRCW PRAMe s obmedzenym pristupom
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie st¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym pristupom

Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

CRCW PRAM s obmedzenym pristupom:
@ procesory nemaju globalnu pamat
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie st¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym pristupom

Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

CRCW PRAM s obmedzenym pristupom:

@ procesory nemaju globalnu pamat

@ komunik&cia iba cez tzv. komunikacné registre; kazdy procesor ma prave
1 komunikaény register pristupny pre ostatné procesory na ¢itanie i zapis.
Ostatné registre jednotlivych procesorov su lokalne.
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

CRCW PRAM s obmedzenym pristupom:

@ procesory nemaju globalnu pamat

@ komunik&cia iba cez tzv. komunikacné registre; kazdy procesor ma prave
1 komunikaény register pristupny pre ostatné procesory na ¢itanie i zapis.
Ostatné registre jednotlivych procesorov su lokalne.

Nech P(n) je fubovolna funkcia. PRAM s obmedzenym pristupom potrebuje
s P(n) procesormi potrebuje na scitanie n Cisel ¢as aspori [logs n].
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

CRCW PRAM s obmedzenym pristupom:
@ procesory nemaju globalnu pamat
@ komunik&cia iba cez tzv. komunikacné registre; kazdy procesor ma prave

1 komunikaény register pristupny pre ostatné procesory na ¢itanie i zapis.
Ostatné registre jednotlivych procesorov su lokalne.

Nech P(n) je fubovolna funkcia. PRAM s obmedzenym pristupom potrebuje
s P(n) procesormi potrebuje na scitanie n Cisel ¢as aspori [logs n].

Dokaz:

@ Nech M je PRAM s obmedzenym pristupom s P(n) procesormi, ktory
dokaze scitat n Cisel v Case T(n); vstup: X = (Xo, - .- Xp_1), Cisla x; < N
pre nejakld konstantu N > 0.
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s P(n) procesormi potrebuje na scitanie n Cisel ¢as aspori [logs n].

Dokaz:

@ Nech M je PRAM s obmedzenym pristupom s P(n) procesormi, ktory
dokaze scitat n Cisel v Case T(n); vstup: X = (Xo, - .- Xp_1), Cisla x; < N
pre nejakld konstantu N > 0.

@ pocitaju procesory 0,1,..., P(n) — 1
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

CRCW PRAM s obmedzenym pristupom:
@ procesory nemaju globalnu pamat
@ komunik&cia iba cez tzv. komunikacné registre; kazdy procesor ma prave

1 komunikaény register pristupny pre ostatné procesory na ¢itanie i zapis.
Ostatné registre jednotlivych procesorov su lokalne.

Nech P(n) je fubovolna funkcia. PRAM s obmedzenym pristupom potrebuje
s P(n) procesormi potrebuje na scitanie n Cisel ¢as aspori [logs n].

Dokaz:

@ Nech M je PRAM s obmedzenym pristupom s P(n) procesormi, ktory
dokaze scitat n Cisel v Case T(n); vstup: X = (Xo, - .- Xp_1), Cisla x; < N
pre nejakld konstantu N > 0.

@ pocitaju procesory 0,1,..., P(n) — 1

@ vystup bude v paméti procesoru 0
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ Komunikacny graf Gx vypoc¢tu PRAMu nad vstupom x:

(0,0) (1,0) (2,0) (P(n)—1,0)
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom
@ Komunikacny graf Gx vypoc¢tu PRAMu nad vstupom x:
e vrcholy (p,t),0 < p< P(n),0 <t < T(n),

e hrany: z (py,t) do (po, t + 1), ak
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ Komunikacny graf Gx vypo¢tu PRAMu nad vstupom x:
e vrcholy (p,t),0 < p< P(n),0 <t < T(n),
e hrany: z (py, t) do (po, t + 1), ak
@ bud p1 = po,
@ alebo v kroku t vypoctu procesor p. &ital hodnotu z komunika&ného registru
procesora p;
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ Komunikacny graf Gx vypo¢tu PRAMu nad vstupom x:
e vrcholy (p,t),0 < p< P(n),0 <t < T(n),
e hrany: z (py, t) do (po, t + 1), ak
@ bud p1 = po,
@ alebo v kroku t vypoctu procesor p. &ital hodnotu z komunika&ného registru
procesora p;
@ alebo v kroku t vypoctu procesor p; Uspesne zapisal hodnotu
do komunika¢ného registru procesora p.
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie st¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym pristupom

Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ /-ty prvok n-tice x sa nazyva dosiahnutelny, ak v Gx existuje cesta
z vrcholu (i, 0) do vrcholu (0, T(n))
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ /-ty prvok n-tice x sa nazyva dosiahnutelny, ak v Gx existuje cesta
z vrcholu (i, 0) do vrcholu (0, T(n))

¢as 0
Cas 1
Cas 2
. . 3 Cas 3
@ nie je nutné, aby
vSetky prvky vstupnej
n-tice boli dosiah- ‘
nutefné (viz. vypocet GasT(n) 6 6 6 6 6%
maxima).
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ /-ty prvok n-tice x sa nazyva dosiahnutelny, ak v Gx existuje cesta
z vrcholu (i, 0) do vrcholu (0, T(n))

¢as 0
cas 1
Cas 2
. . , ¢as 3
@ nie je nutné, aby
vSetky prvky vstupnej
n-tice boli dosiah- ‘
nutefné (viz. vypodet  casT(n) &6 6 6 6 666 b b
maxima).
@ ukazeme, Ze pre dostatoCne velké N existuje n-tica, ktorej vSetky
prvky su dosiahnutelné.
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prvok
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pristupom
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¢as 0
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n-tice boli dosiah-
nutefné (viz. vypolet  casT(n) &6 6 6 6 656 6 o
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@ ukazeme, Ze pre dostatoCne velké N existuje n-tica, ktorej vSetky
prvky su dosiahnutelné.

@ pre spor predpokladajme, ze kazdy vstup ma nejaky nedosiahnutelny
prvok

@ dosiahnutefna mnozina n-tice x je Rx = {i | i dosiahnutelné}
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ /-ty prvok n-tice x sa nazyva dosiahnutelny, ak v Gx existuje cesta
z vrcholu (i, 0) do vrcholu (0, T(n))

¢as 0

Cas 1

Cas 2

Cas 3
@ nie je nutné, aby

vSetky prvky vstupnej
n-tice boli dosiah-
nutefné (viz. vypolet  casT(n) &6 6 6 6 656 6 o
maxima).

@ ukazeme, ze pre dostatocne velké N existuje n-tica, ktorej vSetky
prvky su dosiahnutelné.

@ pre spor predpokladajme, ze kazdy vstup ma nejaky nedosiahnutelny

prvok
@ dosiahnutelnd mnozina n-tice x je Ax = {i | i dosiahnutefné}
@ kriticky refazec n-tice xje Qx = (X0, -+, Xi—1, Xit1,-- -, Xn_1), kde i je

minimalne také, ze i-ty prvok X nie je dosiahnutefny
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie st¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym pristupom

Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ predpokladajme, Ze méme pevne zvolené x: kolko existuje vstupov y
takych, ze Gy = Gy? Ak Gx = Gy, potom dosiahnutelné mnoziny
pre X a 'y su totozné — Ry = Ry. Predpokladajme, Ze naviac Qx = Qy
ay # x, potom sa x a y mézu lisit iba v nedosiahnutelnom prvku, ale
hodnota vystupu nezavisi na nedosiahnutefnych prvkoch = x =y.
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie st¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym pristupom

Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ predpokladajme, Ze méme pevne zvolené x: kolko existuje vstupov y
takych, ze Gy = Gy? Ak Gx = Gy, potom dosiahnutelné mnoziny
pre X a 'y su totozné — Ry = Ry. Predpokladajme, Ze naviac Qx = Qy
ay # x, potom sa x a y mézu lisit iba v nedosiahnutelnom prvku, ale
hodnota vystupu nezavisi na nedosiahnutefnych prvkoch = x =y.

@ podet rdznych kritickych retazcov N~
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ay # x, potom sa x a y mézu lisit iba v nedosiahnutelnom prvku, ale
hodnota vystupu nezavisi na nedosiahnutefnych prvkoch = x =y.

@ pocet réznych kritickych retazcov N

@ teda najviac N"~' vstupov mdze mat zhodny komunikaény graf — inak
by sme nasli aspon dva vstupy y¢ # Yy take, Zze Gy, = Gy,, Qy, = Qy,,
pre ktoré by M dal zhodny vystup.
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pristupom
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hodnota vystupu nezavisi na nedosiahnutefnych prvkoch = x =y.

@ pocet réznych kritickych retazcov N

@ teda najviac N"~' vstupov mdze mat zhodny komunikaény graf — inak
by sme nasli aspon dva vstupy y¢ # Yy take, Zze Gy, = Gy,, Qy, = Qy,,
pre ktoré by M dal zhodny vystup.

@ Nech G(n) oznacuje pocet réznych komunika¢nych grafov
pre n-prvkové vstupné vektory. Aspon jeden graf musi byt spolo¢nym
komunikacnym grafom pre aspon g ( ) vstupnych n-tic.
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom

@ predpokladajme, Ze méme pevne zvolené x: kolko existuje vstupov y
takych, ze Gy = Gy? Ak Gx = Gy, potom dosiahnutelné mnoziny
pre X a 'y su totozné — Ry = Ry. Predpokladajme, Ze naviac Qx = Qy
ay # x, potom sa x a y mézu lisit iba v nedosiahnutelnom prvku, ale
hodnota vystupu nezavisi na nedosiahnutefnych prvkoch = x =y.

@ pocet réznych kritickych retazcov N

@ teda najviac N"~' vstupov mdze mat zhodny komunikaény graf — inak
by sme nasli aspon dva vstupy y¢ # Yy take, Zze Gy, = Gy,, Qy, = Qy,,
pre ktoré by M dal zhodny vystup.

@ Nech G(n) oznacuje pocet réznych komunika¢nych grafov
pre n-prvkové vstupné vektory. Aspon jeden graf musi byt spoloGnym
komunikacnym grafom pre aspon % vstupnych n-tic.

@ tedaakije N > G(n),je % > N"1 &o je v spore s bodom 4
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie st¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym pristupom

Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym

pristupom
Odhad velkosti G(n)

@ komunikacny graf ma T(n) vrstiev. PoCet moznosti pre jednu vrstvu:
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pristupom
Odhad velkosti G(n)

@ komunikacny graf ma T(n) vrstiev. PoCet moznosti pre jednu vrstvu:
e pre operéciu &itania P(n)P(")
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym
pristupom
Odhad velkosti G(n)

@ komunikacny graf ma T(n) vrstiev. PoCet moznosti pre jednu vrstvu:
e pre operéciu &itania P(n)P(")
e pre operéaciu zapisu mensi nez P(n)P(M+001) (podet bipartitnych parovani)
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym

pristupom
Odhad velkosti G(n)

@ komunikacny graf ma T(n) vrstiev. PoCet moznosti pre jednu vrstvu:

e pre operéciu &itania P(n)P(")

e pre operéaciu zapisu mensi nez P(n)P(M+001) (podet bipartitnych parovani)
@ celkovo

G(n) < (P(n2PI+O) T
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Odhad velkosti G(n)

@ komunikacny graf ma T(n) vrstiev. PoCet moznosti pre jednu vrstvu:

e pre operéciu &itania P(n)P(")

e pre operéaciu zapisu mensi nez P(n)P(M+001) (podet bipartitnych parovani)
@ celkovo

G(n) < (P(n2PI+O) T

@ teda staci uvazovat stCet n Cisel velkosti O(P(n)(log P(n))log n) bitov
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Pocitanie su¢tu na CRCW PRAMe s obmedzenym

pristupom
Odhad velkosti G(n)

@ komunikacny graf ma T(n) vrstiev. PoCet moznosti pre jednu vrstvu:

e pre operéciu &itania P(n)P(")

e pre operéaciu zapisu mensi nez P(n)P(M+001) (podet bipartitnych parovani)
@ celkovo

G(n) < (P(n2PI+O) T

@ teda staci uvazovat stCet n Cisel velkosti O(P(n)(log P(n))log n) bitov

@ Veta sa da zovSeobecnit' na lTubovolnu funkciu n premennych taku, ze ked
zvolime pevne n — 1 vstupov a vystup, tak je zvy$ny vstup uréeny jednoznacéne
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie stictu na CRCW PRAMe so spolo¢nou paméatou

Outline

@ Doiné odhady ¢asovej zlozitosti na PRAMe

@ Pocitanie suc¢tu na CRCW PRAMe so spolo¢nou paméatou
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Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie stictu na CRCW PRAMe so spolo¢nou paméatou

ZovSeobecnenie na CRCW PRAM bez obmedzeni

Sucet n fubovolnych celych ¢isel na CRCW PRAMe vyZaduje ¢as aspori
[log n| nezavisle od ohranicenia na pocet procesorov (tj. ak ohrani¢ime

pocet procesorov na P(n), kde P(n) je fubovolna funkcia, a neohrani¢ime
velkost vstupnych éisel).

FrantiSek Mraz (KSVI MFF UK) Paralelné algoritmy Paralelné algoritmy, 2011/2012 13/13



Dolné odhady ¢asovej zloZitosti na PRAMe Pocitanie stictu na CRCW PRAMe so spolo¢nou paméatou

ZovSeobecnenie na CRCW PRAM bez obmedzeni

Sucet n fubovolnych celych ¢isel na CRCW PRAMe vyZaduje ¢as aspori
[log n| nezavisle od ohranicenia na pocet procesorov (tj. ak ohrani¢ime
pocet procesorov na P(n), kde P(n) je fubovolna funkcia, a neohrani¢ime
velkost vstupnych éisel).

Dokaz:

@ podobne ako vyssie; PRAM s P(n) procesormi, ktory pracuje T(n)
krokov, pouzije maximalne P(n)T(n) r6znych buniek spolo¢nej
pamate
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ZovSeobecnenie na CRCW PRAM bez obmedzeni

Sucet n fubovolnych celych ¢isel na CRCW PRAMe vyZaduje ¢as aspori
[log n| nezavisle od ohranicenia na pocet procesorov (tj. ak ohrani¢ime
pocet procesorov na P(n), kde P(n) je fubovolna funkcia, a neohrani¢ime
velkost vstupnych éisel).

Dékaz:

@ podobne ako vyssie; PRAM s P(n) procesormi, ktory pracuje T(n)
krokov, pouzije maximalne P(n)T(n) r6znych buniek spolo¢nej
pamate

@ komunikacny graf sa zostroji nad mnozinou uzlov tvaru (b, t), kde b je
Cislo paméatovej bunky a t je krok vypoctu.
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