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Kolmogorovova véta - 1957

13. Hilbertav problém ~ spojité funkce » proménnych lze
vyjadrit pomoci kone¢neho poctu funkci jediné proménné
a scitani
= Priklad: xy =exp(lnx + Iny)

V: Necht f:[0,1]"— [0, 1] je spojita funkce. Potom
existuji funkce jedine proménne g a @, ,pro g=1, ...,
2n+1 a konstanty Zp ,pro p=1, ..., n takove, ze

2n+1

SRS ED) g[pnllpCD q(xp))
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Kolmogorovovy sité
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Aproximace funkei (1)

¢ Libovolnou spojitou funkci 1ze vyjadrit
pomoci sité s odpovidajicim poctem
vypocetnich jednotek (X volba vhodneé
pienosove funkce)

¢ NejlepSi mozna aproximace dané funkce (X
volba vhodneho poctu vypocetnich jednotek
s uvazovanou pienosovou funkci)

I. Mrazovéa: Neuronové sité (NAIL002)



Aproximace funkel (2)

V: Spojitou realnou funke1 f:[0,1]—[0,1] lzc
aproximovat pomoci sité¢ prahovych jednotek tak, ze
celkova aproximacni chyba E je menSi nez
libovolné redlné Cislo &> 0 :

= [ 10)-T0)| a < &

kde f oznacuje funkci realizovanou siti prahovych
jednotek.
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Aproximace funkeli (3)
-

Dukaz: Idea ~ aproximace f pomoci ¢,

$(x)

Xy,

b B Ko e e Ky
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Aproximace funkei 4)

Dukaz (pokraCovani):

¢ Rozdélme interval [0, 1] do N stejné velkych
podintervalu pomoci bodu x, x, ..., xy€[0,1];x,
=0, x\~1

* Funkci ¢, definuyme jako:
On(X)=min{f(x");x €[x;,x;,;] pro x;<x=<x;,,/

¢ Dale necht’ funkce ¢, aproximuje funkci f tak, ze
aproximacni chyba E, odpovida:
1

E, = _[ ‘ f(X)_ggN(X)‘ dx

0
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Aproximace funkel (5)

Dukaz (pokraCovani):
¢ Protoze f(x) Z2¢py(x) Vxe[0,1],odpovida
1

E, = jf(x) dx - jgpN(x)dx

0
~ dolni soucet pii vypoctu
Riemannova integralu f

* Spojité funkce lze integrovat — dolni soucet konverguje pro
N — oo kintegralu f naintervalu/0, 1]

¢ Plati tedy, ze Ey— 0 pro N — oo, a proto pro libovolné
realné ¢ > 0 existuyje M takove, ze Exy<e V N>M

* Funkce ¢y je tedy pozadovanou aproximaci f.
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Aproximace funkel ()

Dukaz (pokraCovani):

¢ Realizace funkce ¢, (x) pomoci sit€ prahovych
jednotek (~ neuronova sit’)

= Funkce ¢, (x) je skokovaavkazdém z N podintervalu

[O0,1]: [xy,%x;)[X;5X;,)s ooy [ X575 Xy [ naAbyva
odpovidajici hodnoty a,, ..., ay
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I Aproximace funkei (7)

— .

Dukaz (pokraCovani):

%(")
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Aproximace funkeli (s)

Dukaz (pokracovani):
¢ Tato sit’ je schopna realizovat skokovou funkci ¢, (x):
= Jedinym vstupem sité je x
= Kazda dvojice jednotek s prahem x; a x;,; zaruCuje, ze
jednotka s prahem x; bude aktivni pouze pokud x; <x<x;,; .
= Vystupni jednotka s¢ita vSechny vystupy predchozi vrstvy
jednotek a jako vysledek vyda jejich (vaZzeny) soucet
= Jednotka s prahem x,+d, kde 0 je malé kladné¢ Cislo, slouzi k
rozpoznani pfipadu x,_ ; Sx <x, .
* Tato sit’ realizuje funkci ¢, , kterd aproximuje funkci f nanejvys s
pozadovanou chybou. OED

I. Mrazova: Neuronové sité¢ (NAIL002) 12



Aproximace funkel (9

Poznamka:

V¢éta plati 1 pro jednotky (~ neurony) se sigmoidalni
prenosovou funkci, kde f:[/0,1]— (0, 1)

Dukaz:

¢ Obor hodnot funkce f je buno omezen na interval
(0,1)

¢ Funkci f lze aproximovat pomoci sité
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I Aproximace funkei (10)

— ===

Dukaz (pokraCovani):
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Aproximace funkeli (11)

Dukaz (pokraCovani):
* Ptfenosova funkce jednotek s prahem x; je ddna pomoci

s. (x—x;) , kde parametr ¢ urcuje strmost prenosové
funkce 1

SC(X_Xi) = 1+e_C(X_X‘)

+ Sit’ realizuje odhad funkce ¢, s takovou aproximacni
chybou, kterad je mensi nez libovolna pozadovana mez (> 0)

(~ prahov¢ funkce Ize pomoci parametrizované sigmoidy

aproximovat s libovolnou presnosti)

I. Mrazova: Neuronové sité¢ (NAIL002) 15



Aproximace funkei (12)

Dukaz (pokraCovani):

¢ Vahy (synapsi) mezi prvni vrstvou jednotek a vystupni
jednotkou byly nastaveny tak, Ze sigmoida bude
predavat jako vysledek pozadované hodnoty «;

¢ Dale je treba zarucit, Ze pro kazdy vstup x bude prvni
vrstva predavat vystupni vrstve jen jedinou jednicku

— prvni vrstva sité urci, ke kterému z N segmentii x patfi

QED
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Aproximace funkeci (13)

Vicerozmérny pripad:
Sit’ pro aproximaci funkce f: [0,1]" — (0,1) 1ze
zkonstruovat na zaklad¢ predchozich myslenek:

- nutna rozsireni pro dvourozmeérny piipad

s Rozpoznani x -ovych1 y —ovych ,intervalu“
e 2 jednotky vlevo pro x,<x <x;
e 2 jednotky vlevo pro y,<y <y,
s Jednotka s prahem 1.5 rozpoznava konjunkci
obou podminek (pro x a y)
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Aproximace funkeci (14

PR R o
Nt ¢ ,,Vystup“ ma véhu s, /(a,,),
ﬁ, takZe vystupni jednotka se
' sigmoidou dava «,,

funkce f v intervalu:
[ X9, X;) X [y15¥5)

Y; - — toto Cislo odpovida
N\ pozadovan¢ aproximaci
Ye)
|
Y
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NP-uplnost problemu uceni

Problém splnitelnosti

D: Necht' V' je mnozina n logickych proménnych a
necht F je logicka formule v konjunktivni
normalni formé, ktera obsahuje jen proménné z V.
Problém splnitelnosti spoCiva v piirazeni
pravdivostnich hodnot proménnym z V tak, aby
mela formule F pravdivostni hodnotu TRUE.

V: Obecny problém uceni je pro sité prahovych
jednotek NP-uplny.
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NP-uplnost problemu uceni (2)

Dukaz (1dea):
ekvivalentni
sit’ pro problém
3-splnitelnosti
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NP-uplnost problému uceni (3)

Dukaz (pokraCovani):

1. 3-splnitelnost logickych formuli (3-SAT) lze
redukovat (prevest) na problém uceni
neuronovych siti

Logickou formuli F v konjunktivni normalni formé,
ktera obsahuje n proménnych, 1ze v polynomialnim Case
pievest na sit’ vyse uvedencho typu:
- Kazdé proménné x; je pfifazena vaha w;
- Spoje k vypocetnim jednotkam ze tieti vrstvy jsou
urc¢eny prisluSnou konjunktivni normalni formou
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NP-uUplnost problému uceni (4)

Dukaz (pokraCovani):

- Tyto operace l1ze provéest (pf1 vhodneém kodovani)
v polynomialnim Case, protoze pro m ruznych
disjunkci v 3-SAT-vyrazu plati, Ze m<(2n )’

- JestliZze existuje instance A4 s pravdivostnimi
hodnotami proménnych x; takova, ze F je
spln€na, potom existuji vahy w;,, w,, ..., w, ,
kter¢ fesi problém uceni
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NP-uplnost problému ucenti (5)

Dukaz (pokraCovani):

- Postaci zvolit vahy w; =1 , jestlize x;=1;
a w;=0,jesthze x;=0.
(V obou ptipadech tedy zvolime w;=x; .)

Podobné 1 opacnym zplisobem:

jestlize existuji vahy wy, w,, ..., w, , ktere fesi
problém uceni, potom vede instance x;=1 pro
w; > 0.5 a x; =0 jinak ke splnéni F
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NP-uplnost problému uceni (6)

Dukaz (pokraCovani):

2. Dale je tfreba ukazat, Ze problém uceni patii do
tridy NP (fesSeni 1ze ovérit v polynomidlnim Case)
= Jsou-li dany vahy w,, w,, ..., w,, potom lze po
jediném ,,prichodu siti* ovérit, zda je jeji vystup F
roven 1
s Pocet vypocCetnich kroku pfimo zavisi na poctu

proménnych n ana poctu disjunkci m (ktery je
omezen polynomem (2n )3 )
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NP-uplnost problému uceni (7)

Dukaz (pokraCovani):

= Cas potiebny k ovéfeni dané (,,uhodnuté®) instance
je tedy omezen polynomem nad n

= Dany problém uceni tedy patii do ttidy NP
OED

Poznamka:

Pro néktere specialni typy jednoduchych neuronovych
siti je problém uceni fesitelny v polynomialnim Case
(pomoci metod linearniho programovani)
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Pocet oblasti
v priznakovem prostoru (1)

¢ Kapacita neuronu zavisi na dimenzi vahoveho
prostoru a poctu ,,fezil délicich nadrovin®

— QOtazka:
Kolik oblasti je urCeno m dé¢licimi nadrovinami
dimenze n—1 v n-rozmérném prostoru?

- pritom budeme uvazovat pouze takové
nadroviny, které prochazeji poCatkem

— Prunik / nadrovin ; /<m bude dimenze n —1
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Pocet oblasti
v priznakoveém prostoru (2)

¢ 2 —rozmérny piipad:

m piimek pochazejicich poCatkem vytvari
nanejvysS 2 - m navzajem ruznych oblasti

+ 2 nove oblasti
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Pocet oblasti
v priznakoveém prostoru (3)

3 — rozmérny pripad:

- kazdy novy tez zvysi pocet oblasti az 2 x

obecné: n fezu (‘n— 1) —rozmérnymi nadrovi-
nami v n —rozmérneém prostoru vytvari
nanejvyS 2" ruznych oblasti
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Pocet oblasti
v pfiznakovém prostoru (4)

Véta: Necht R (m, n ) oznaCuje pocet oblasti
ur¢enych m ruznymi délicimi nadrovinami
dimenze n—1 v n—rozmérném prostoru.
Dalenecht R(1,n)=2 pro n=>1 a
R(m,0)=0 Vm=>1.

Potompro n=1 a m > I.
R(mn)=R(m—-I,n)+R(m—-1,n—1)
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Pocet oblasti
v priznakovem prostoru (5)

Diukaz (indukci pfes m):

I. m=2 a n=1: Plati, protoze
R(2,1)=R(1,1)+R(1,0)=2+0=2

2. m=2an=2: R(2,n)=4 => plati, protoze
R(2,n)=R(1L,n)+R(1,n-1)=2+2=4

3. m + I nadrovin dimenze n—1 v n-rozmérném
prostoru (n=>2):

e Prvnich m nadrovin urCuje R (m, n) oblasti v
n — rozmernem prostoru
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Pocet oblasti
v priznakoveém prostoru (6)

Diukaz (pokracovani):

e (m+ 1) —ninadrovina protina prvnich m
nadrovin v m nadrovinach dimenze n — 2

e Téchto m nadrovin (dimenze n — 2 ) rozd€luje
(n— 1) -rozmérny prostor do R (m, n — 1 ) oblasti

e Pofezu (m+I)-ni nadrovinou vzniklo R (m, n—1)
novych oblasti

— Novy pocet oblasti je tedy:
R(m+I,n) =R(m,n) + R(m,n-1)

QED
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Pocet oblasti
v priznakovem prostoru (7)

* Mozna alternativa vypoctu podle:
n-1
R (m ,n =2Z(m.‘1j

X S rostoucim n roste pocet Boolovskych funkci
vyrazng rychleji nez pocet ruiznych oblasti
vytvorenych nadrovinami v obecn¢ poloze

- tento pocet muZe byt obecné vétsi nez pocet prahovych
funkci nad binarnimi vstupy
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Pocet oblasti
v priznakovem prostoru (8)

Priklad:
S0CEY 200U0bsrch  POCET PRAKOVYCH  POCET OBLASTL
M Fomee, (48° ) FoNke! ¢ T(L® ) UL, ™)
4 y 4 4
1 (A 44 1k
§ 456 104 144
4 65556 1 $9¢ 8 ¢4,
5 43, 40° 94 5nY 442 %8¢
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Pocet oblasti
v priznakoveém prostoru (9)

Dusledek:
Problémy s uenim ~ je-li pocet vstupnich vektoru prilis
vysoky, nemusi byt sit’ schopna vytvorit s predem danym
pevnym poctem skrytych neuronu potiebny pocet oblasti

s Zobecnovani (generalizace)
~ ocekavany pocet spravné klasifikovanych vzort
= Preuceni
~ chybna interpolace vzorti mimo trénovaci mnoZinu
= Vapnik — Chervonenkisova dimenze (VC-dimenze)

~ kone¢na VC-dimenze — ,tfidu koncepti‘ 1ze naucit
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Vapnik — Chervonenkisova
dimenze (VC—dimenze) (1)

D: Necht C={f;} je mnozina funkci (concept class)
Mnozinu m trénovacich vzoru {¢, }—; . lze
rozclenit pomoci C, jestlize pro kazde ze 2™
moznych oznacCeni téchto vzoru 1/0 , existuje
alespon jedna funkce f;, ktera tomuto oznaceni
vyhovuje.

D: VC-dimenze V mnoziny funkci C je definovana
jako nejvetsi m , pro ktere existuje mnozina m
roz¢lenitelnych trénovacich vzoru.
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Vapnik — Chervonenkisova
dimenze (VC—dimenze) (2)

¢ Pokud existuje pro libovolné m mnozina m
trénovacich vzora, které 1ze roz¢lenit pomoci C, je
VC-dimenze C rovna nekonecCnu

— Takovy problémje, NENAUCITELNY“

¢ VC-dimenze mnoZiny funkci obecné nezavisi na
poCtu parametru
¢ VC-dimenze je duleZita pro spravné zobecnovanti siti
= Sit’ mize mit mnoho parametru, ale méla by mit malou
VC-dimenzi — lepsi generalizace

s Velkd VC-dimenze byva spojena s horSi generalizaci
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Vapnik — Chervonenkisova
dimenze (VC—dimenze) (3)

Priklad:

1. VC-dimenze mnoziny linearnich indikac¢nich funkci

n
Q(Z,Ot) = @){Zap Z,+ 060} vV n —rozmérném prostoru
p=I1

jerovna n+ 1 (tzn. lze roz€¢lenit nanejvys n + 1 vzorl)

n=2

RS

/

/ \

\
I. Mrézova: Neuronové sité (NAIL002)
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Vapnik — Chervonenkisova
dimenze (VC—dimenze) (4)

2.  VC-dimenze mnoziny nasledujicich funkci

f(z,0) =0 (sinaz), a €eR jenekonetna

Body z,=10"1, ...,z, =10 lze rozClenit pomoci
funkci z této mnoZiny

K roz€lenéni téchto vzoru do dvou tiid (+1/-1)
danych posloupnosti d;, ...,0,, 5 0, €{0, 1} staCi
zvolit hodnotu parametru

a = n(zm: (1—5i)1oi+1j

1=1

[ ]
m
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Vapnik — Chervonenkisova
dimenze (VC—dimenze) (5)
=

e pi1 volbé vhodného koeficientu a Ize pro libovolny
poCet m zvolenych bodu aproximovat libovolnou

funkci omezenouv <+ 1/-1> pomoci sin a z
e X

|
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Vapnik — Chervonenkisova
dimenze (VC—dimenze) (6)

Problém ,,pfeuceni“ ~ sit’ se nauci1,,Sum*

neznama funkce

spocitana aproximace
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Vapnik — Chervonenkisova
dimenze (VC—dimenze) (7)

¢ Pro sit’ s poCtem vah W a poCtem neuronu N as
omezenim pro generalizacni chybu &, je pocet
trénovacich vzoru P potiebnych pro spravné
zobecnovani: P = (W/g) log, (N/g)

¢ Vrstevnata sit' s I skrytou vrstvou nemuze dobie
zobecnovat, jestlize bylo meéné nez W/e nahodné
vybranych trénovacich vzoru, tj. P> W/e

s Pro pozadovanou presnost alespon 90 % je tieba vybrat
alespont 10+ W vzorl
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