Trochu algoritmii

prednaska NPRG031 Programovani 2 1. 4. 2020

Uloha na Gvod

Zacnéme ulohou.

Editacni vzdalenost

Editaéni vzdalenost dvou tetézcl je &islo, které Fikd, kolik znakl
musime vymazat a napsat, abychom z prvniho retézce udélali druhy
(nebo naopak, je to symetrické).

Tahle Uloha je ekvivalentni s Ulohou najit nejdelsi spolecny podretézec.
Pokud ty dva retézce maji délky M a N a nejdelSi spolecny podretézec

(z kazdého retézce néjaké znaky vynechame

a to, co nam zbyde, se shoduje;

snazime se jich vynechat co nejméné)
ma délku D, potom editacni vzdalenost je

M-D + N-D

(prvni séitanec fikd, kolik znakl musime vymazat, druhy kolik musime
pridat).

Takze ta aloha:
zjistéte editacni vzdalenost (nebo délku nejdelSiho spolecného podretézce,
to je jedno) fetézcl (jen ze znakd A, B, C)

AAABBCBBCBCACBBABBACACB
a BBAAABBCBBACBACACBABBAACB.

Kdybychom néco takového chtéli naprogramovat, miZzeme ty fetézce
prochazet od zacatku... ale zdhy dojdeme k tomu, Ze kdyz se jejich znaky
nebudou shodovat, nevime, zda by bylo lepsi vynechat znak z prvniho
fetézce nebo z druhého (pripadné z obou). A zkusit obé moznosti neni
dobry napad, protoze za chvili zase nebudeme védét a uz na nas ¢iha
exponencialni slozitost.

Radéji zkusme néjakou jinou uUlohu a k téhle se vratime pozdéji.
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Rozdéleni déti do skupin

Takhle Uloha byla pfed ¢asem v prijimacich zkouskach na matfyz:
Zjistéte, kolika zplsoby se mlize Sest déti rozdélit do tFi skupin.
PFitom:

e Skupiny nemaji zadny nazev nebo vilajku (nebo saly), jde jenom
o to, kdo s kym bude spolupracovat.

e Z&dna skupina nemuze byt prazdna.
e Kazdé dité patfi pravé do jedné skupiny.

Vétsina uchazeé&l tuhle Glohu Fesila rozborem pFipadl podle toho, kolik
¢lenG budou mit jednotlivé skupiny, protoze moznosti jsou jenom 1-1-4,
1-2-3 a 2-2-2:

1-2-3: 6*(5 nad 2) = 60

1-1-4: 6*%5/2! = 15
déleno 2!, protoze ty dvé vybirané jednicky jsou zaménitelné

2-2-2: (6 nad 2)*(4 nad 2) /3! = 15
déleno 3!, protoze ty tfi vybirané dvojice jsou zaménitelné

Dohromady 90 moznosti, ale dost prilezitosti udélat néjakou chybu.
UkdZeme si lepsi zpUsob, ale nejdfive jesté snadnéjsi Glohu.

Mrkev a petrzel

Tahle Uloha také byla v pfijimacich zkouskach.
Mame za Ukol spoéitat, kolika zplsoby Ize osit deset zahonkd, kdyz

e na kazdém zahonku bude budto mrkev nebo petrzel
e nikdy nesmi byt vedle sebe dva zahonky s petrzelem

Uchazedi tuhle Glohu zase Fesili rozborem pFipadd, podle toho, na kolika
zahoncich bude petrzel: nejméné 0 a nejvice 5 (nesmi byt dva vedle
sebe). Pro 0 existuje jedind moznost, pro 1 existuje 10 moznosti, pro 2...
pro 2 uz zacina prituhovat.

Tak si pojdme ukéazat $ikovné&jsi zpulsob!

Zaprvé nebudeme tu Glohu Fesit pro deset zahonkd, ale vyte&ime ji Uplné
obecné, pro jakykoliv kladny pocet. Oznacime si vyslednou hodnotu treba

MP.
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A za druhé si hodnotu MP, rozdélime na soucet dvou hodnot:

M. bude pocet moznosti kdy na poslednim zahonku je mrkev
a P, bude pocet moznosti kdy na poslednim zahonku je petrzel.

A pro celkovy pocet moznosti bude platit
MP. =M. + P.

To, Ze jsme si GUlohu zkomplikovali Fe§enim pro jakykoliv poéet zahonkdl z,
nam dava moznost zacit hodnotou, pro kterou ty pocty zname:

M;=1aP;=1

Vv VvVv/s

Co kdyz budeme mit vétsi pocet zahonka?

Pokud nam pfibyde jeden zahonek a bude na ném petrzel, potom na
vedlejSim-predposlednim zahonku musi byt mrkev! ProtoZe jinak
bychom méli dva zahonky s petrzelem vedle sebe a to se nesmi!

To ale znamen3, ze
Pz+1 - Mz

Pokud jde o pripad, ze by na poslednim zahonku byla mrkev, tak na
predposlednim mdze byt cokoliv, neboli

Mz+1 = Mz+ Pz

Ted ale uz zname pocatecni hodnoty a taky rekurentni vzorec, ktery
nam dovoluje vypocitat hodnoty M. a P, pro jakékoliv z, staCi nam na to
mechanicky scitat a kopirovat a nemusime se trapit s kombinatorikou ani
s tim, Ze jsme nékde zapomnéli délit poctem permutaci.
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Pokud mé&me k dispozici po¢ita¢, miZzeme pouzit tfeba né&jaky tabulkovy

kalkulator:
IF v B X @ =C6+D6
A B e D |

1
- | M P
3| 1 1 1
4| 2 2 1
s | 3 3 2

s 4] g 3
7 | 5 =C6+D6| 5
8| 6 13 8
9 | 7 21 13
0 | 8 34 21
| 9 55 34
2| 10 89 55
5 | 1 144 89
4| 12 233 144
s | 13 377 233

16 14 610 377
7| 15 987 610
8 | 16 1597 987
9| 17 2584 1597
E3 18 4181 2584
| 19 6765 4181
2 | 20 10946 6765

89
144
233
377
610
987

1597
2584
4181
6765
10946
17711

KdyZ ndm ujede ruka s my&i, miZe se stat, Ze to spoditdme ne pro deset
zdhonkd, ale pro dvacet. Nebo pro padesat, nebo pro tisic, kazdopadné to
dokazeme vyresit mechanicky a s linearni slozitosti.

Uz jste si nejspise vSimli, ze ty hodnoty tvofi Fibonacciho posloupnost, ale
to neni dlleZité, dilezité je, Ze mame jakysi obecny postup:

nejdrive ulohu zobecnit tak, aby méla néjaky parametr udavajici
velikost, uréit poc¢ateéni hodnoty a potom najit zplsob (nemusi to byt
vzdycky vzorecek), ktery spocita nové hodnoty z téch, které uz zname,

neboli urci reseni vétsi GUlohy z reseni mensich uloh.

Zpatky na hristé!

Vratme se nyni k Gloze o rozdéleni déti do skupin a konkrétni tlohu, pro
Sest déti a tfi skupiny, zobecnime. Polet zplsobd, kterymi Ize rozdé&lit D
déti do S skupin si oznacime Pp,s.

Hodnoty, které zname, budou

I’D,1 =1

jakykoliv pocet déti do jedné skupiny

...a myslim, ze s tim uz vystacime.
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Co se stane, kdyz néjaké dité, prijde na hristé, kde si uz déti hraji, ve
skupinkdch? Budto se muZe pridat do nékteré ze skupinek, které tam uz
jsou (a muUZe si vybrat do které) nebo si vytvofi vlastni skupinu (a ostatni

déti maji na vybér o jednu skupinu méné)
Neboli

Pp,s = S*Pp.1,s + Pp-1,5-1

Kdyz zase pouzijeme tabulkovy kalkulator (prepiSeme tam presné tenhle
vzorecek, jen si chvili budeme hrat s klavesou F4, abychom spravné

nastavili dolary)...

IF v B X & |=D$3*D5+C5
A B | c e E F G

.
2 | skupiny
3 déti il 2 3 4 5
4| 1 1

5 2 1] 1) 0 0 0
% | 3 1=D$3*D5+CH| 1 0 0
7 4 1 7 6 1 0
8 | S5 1 15 25 10 1
9 | 6 1 31 a0 65 15
10 | 7 1 63 301 350 140
| 8 1 127 966 1701 1050
12 9 1 255 3025 7770 6951
13| 10 1 511 9330 34105 42525
14 | 11 1 1023 28501 145750 246730
15 | 12 1 2047 86526 611501 1379400
16 | 13 1 4095 261625 2532530 7508501
17| 14 1 8191 788970 10391745 40075035
18 | 15 1 16383 2375101 42355950 210766920
19 16 1 32767 7141686 171798901 1096190550

...ziskdme hodnoty Pp s pro libovolné pocty déti i skupin.

Vidime zase, ze spocitat vysledek pro o trochu vétsi Ulohu neni zadny
problém, jen slozitost je tentokrat kvadraticka (vyplnujeme 2D tabulku a
jednu burniku spocitame v konstantnim case). Ale také vidime, ze spoctené
hodnoty rostou rychle - tedy ze kdyby nas napadlo hledat odpovéd’
postupnym prochazenim vSech moznosti... tak to neni dobry napad.
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Zpatky k edita€ni vzdalenosti

Ted uz je asi jasné, jak fesit Gvodni Glohu. Misto abychom hned zjistovali
nejdeldi spoleény podretézec celych fetézcl, priddme si k Gloze dva
parametry (dva proto, protoze retézce jsou dva) a hodnota

H ij

bude udavat délku nejdel$iho spoleéného podietézce zacatkl onéch
dvou fetézcl, konkrétné prvnich i znakl z prvniho fetézce a prvnich j

znakd z druhého fetézce.

KdyZ je jeden z Fetézcl prazdny, tak nemaji spole¢ného nic, &ili

Hi,O = Ho,j =0

a zbyva se ptat, jak spocitat hodnotu Hi; z hodnot predchozich.

Pokud se posledni znaky (tedy i-ty a j-ty) shoduji, bude vysledna hodnota

o jednicku vétsi nez hodnota pro zkracené retézce, tedy

Hi; = 1+Hi.1;1, pokud prvni; = druhy;

Pokud se posledni znaky neshoduji, je (nejméné) jeden z nich zbytecny a
muUZeme ho zahodit. ProtoZe nevime ktery, vybereme si tu lep&i z obou

moznosti. Celkové tedy

Hi; =  1+Hi14, pokud prvni; = druhy;

= max(Hi-l,,-; Hi,j-1), jinak

MGZeme opét pouZit tabulkovy kalkuldtor:

MIE:1 X 4; =IF($B9=GS2;F8+1;MAX(F9,G8))
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kdyz zménime rétézec zapsany v radku nebo sloupci, tabulka se prepocita.
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Vyplnéni jedné bunky potrebuje konstantni ¢as, takze C¢asova slozZitost je
soucin délek Fetézcl. Pokud jde o pamétovou sloZitost, vystadili bychom
se dvéma radky (nebo sloupci), takze ta je umérna délce delSiho retézce.
Ale kdyz chceme rekonstruovat onen nejdelsi spoleCna podretézec,
potfebujeme si pamatovat celou tabulku.

Dynamické programovani

Popsané metodé se rika dynamické programovani a da se popsat tak, ze
skladame resSeni Ulohy z FeSeni mensich uUloh stejného typu. Pfitom musi
platit, Ze to nalezené reseni (Casto to je néco nejlepsiho, nejkratsiho,
nejdelSiho) jako své cCasti obsahuje (nejlepsi) reseni svych pod-uloh.

Obvykle u toho potfebujeme né&jakou pamét navic a za to dostaneme
polynomialni slozitost misto exponencialni.

Rozdél a panuj

Trochu to pripomina metodu Rozdél a panuj, ale liSi se v tom, Ze u Rozdél
a panuj vime, kde mame rozdélit. Zatimco u dynamického
programovani to nevime a tak zkousime vSsechny moznosti a z nich
vybirame nejlepsi.

Memoizace

Vymyslet zpUsob jak na danou Glohu pouzit dynamické programovani
muUZe byt trochu obtizné. N&kdy pomUiZe memoizace - rekurze
s ukladanim vysledka.

Hra odebirani cisel

V minulém semestru jsem ukazoval hru, kde dva hraci postupné odebiraji
Cisla ze spole¢né rady a kazdy si vybira, jestli si vezme Cislo z levého nebo
pravého okraje, s cilem ziskat co nejvétsi soucet.
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Program vyuzivajici algoritmus negamax vypadal takhle...

cisla = [24,18,36,19,2,9,45,7,4,2,4,5,6,8,18]
OKolikSeDaVyhrat (od, do) :

od>do:
0
L = cisla[od] - OKolikSeDaVyhrat (od+1,do)
P = cisla[do] - OKolikSeDaVyhrat (od,do-1)
max (L, P)

print (" OKolikSeDaVyhrat (od,do) : ")
print ( OKolikSeDaVyhrat (0, len(cisla)-1) )

...a mél exponencialni ¢asovou slozitost, protoze prochazel vSechny
zpUsoby, jakymi se da tato hra hrat a dohrat a kdyz ma kazdy hra¢ na
vybér ze dvou tahd, je té&ch zplsob( celkem 2Potettahd_

Jenomze!

Jenomze kdyz se na tu funkci podivame poradnég, tak vidime, ze ma
celkem dva parametry v rozsahu 0 az N-1 a jestli se néco vola
exponencialné-krat, tak se ta funkce urcité musi volat vickrat se stejnymi
parametry, protoze t&ch moZnych kombinaci parametrl, se kterymi ji
mUzeme volat, je jenom N2! (To neni faktorial, to je vykfi¢nik.)

Takze kdyzZ ten program doplnime o pole, kam si ta funkce bude ukladat
jiz vypocitané vysledky (nejsnazsi je pouzit dvou-rozmeérné pole

a indexovat pfimo témi parametry) a pokud ta funkce, nez se pusti do
pocitani, nejdrive zkontroluje, jestli pro tyhle parametry uz nema ulozeny
vysledek - pak bude pro kazdou kombinaci parametr( funkce pocitat
nejvyse jednou a z ¢asové slozitosti 2" budeme mit N?! (To je zase
vykri¢nik.) Tomuto postupu se rikd memoizace.

Od memoizace k dynamickému programovani

Kdybychom mohli sledovat, jak se to pole bude postupné vypliovat, vidéli
bychom, Ze se funkce vola tak dlouho, aZ rekurzi dojde k ptipadim, na
které zna odpovéd. Kdyz je rada prazdnad, vysledek je nula. Tak ji napise
do pole a vrati se. A pristé na zakladé znamé hodnoty pro tyhle
jednoduché ptipady dokaze urcit vyslednou hodnotu slozit&jsich ptipadd.
A tak dal. Neboli funkce, ktera si uklada vysledky nakonec déla presné to,
co bychom délali, kdybychom tu ulohu resili dynamickym programovanim.
Zacina od malych pod-uloh, kde je feSeni snadné a z nich potom sklada
reseni vétSich pod-uloh.
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Takze nahradni reseni u problému, ktery vypada exponencialné a myslime
si, ze by mohlo pomoci dynamické programovani, je predstavit/napsat si
rekursivni Feseni (pravdépodobné s exponencialni slozitosti) a vybavit
ho ukladanim vysledkl - memoizaci.

Uzavorkovani nasobeni matic

Pokud po vas u zkousky budu chtit néjaky priklad na dynamické
programovani, nezminujte Fibonancciho posloupnost! (Jestli vas to
ani nenapadlo, tak dobfe.) Dynamické programovani na Fibonacciho
posloupnost je kandn na vrabce. Predstavme si misto toho jinou uUlohu:

Mame radu matic, které chceme vynasobit.

Nasobeni matic neni komutativni, ale je asociativni, takZe si mizeme
vybrat, v jakém poradi/uzavorkovani ho budeme provadét. Zalezi na tom?
Vysledek nasobeni ne, ale rychlost vypoctu na tom zaviset muze.

Kdybychom méli jen tri matice s rozméry
5x3 3x7 7x4
, tak na ndsobeni v poradi (5x3 3x7) 7x4 budeme potrebovat
5x3x7 + 5x7x4 = 105 + 140 = 245 nasobeni Cisel,
zatimco na nasobeni v poradi 5x3 (3x7 7x4) nam bude stacit jen

3x7x4 + 5x3x4 = 84 + 60 = 144 nasobeni &isel. Uspora znaéna.

TakZe zadani ulohy je nasledujici

Zname rozmeéry jednotlivych matic a mame za ukol urcit poradi, v jakém
se maji matice nasobit.

Bud'me konkrétni:
Zjistéte, kolik nasobeni je potreba k tomu, abyste vynasobili matice
rozmérl 5x7 7x2 2x4 4x3 3x6.

Pocet rGznych uzavorkovani je exponencidlni, chceme to Fesit rychleji,
celou dobu mluvime o dynamickém programovani...

Budeme postupné zjistovat, kolik operaci potfebujeme na vynasobeni
Useku matic (Usekem rozumim souvislou podmnozinu mnoziny 1..N).
Zacneme od téch nejkratsSich a vysledky si budeme zapisovat do tabulky.
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5x7 Tx2 2x4 4x3 3x6
2 70 56 24 72 X

B~ W

5

Cislo Fadku znaci délku useku (kolik matic ndsobime), nadpis sloupecku
fika, od které matice ten Usek zacina.

Soudin dvou matic mtZeme spocitat jedinym zplsobem (a potfebujeme na
n&j tolik operaci nasobeni, kolik je sou¢in tfi rozmé&rl téchto dvou matic,
protoze... ale urcité uz mate za sebou linearni algebru).

U soucinu tri matic uz to je slozitéjsi, jak jsme vidéli vyse, takze si

u kazdého useku spocitame pocty nasobeni pro vSechny moznosti jak Usek
rozdélit na soucin dvou Casti - a z nich si vybereme a zapiSeme tu mensi.

AZ dopocitame do konce, budeme mit v poslednim radku v prvnim sloupci
pocet operaci pro vypocet soucinu Useku, ktery zacind prvni matici a ma
délku rovnou poctu matic, neboli tu hodnotu, kterou jsme méli za ukol
spocitat. Zkuste si ji ted spocist sami a pokud vam nevyslo 190, tak
nécemu nerozumite.

DalSi ulohy

Uloh, pfi jejichz fedeni se vyuZzije dynamické programovani, je mnoho.
NejdelSi cesta v acyklickém grafu, triangulace polygonu nebo optimalni
vyhledavaci strom, kdyz jsme u téch teoretickych, ale také Viterbiho
algoritmus nebo rychla Fourierova transformace, pokud jde o ty prakticke,
podivejte se na né sami.

Odpovédi na pripadné otazky budou zase na mé strance:
https://ksvi.mff.cuni.cz/~holan/py/otazky 200401.html ,

dotazy muZete posilat mailem nebo anonymné pomoci formulafe

na zminéné strance. Pokud se chcete na néco zeptat zivé, pripojte se mezi
15:00-15:30 na Zoom: zde, Meeting ID: 381 064 257, Password: 981120.

Hodné zdaru!
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