
8. Základní numerické algoritmy
1. °e²ení soustav lineárních rovnic - metody p°ímé a itera£ní
2. metody °e²ení nelineárních rovnic
3. interpolace funkcí polynomy
4. jiné metody aproximace funkcí
5. numerická integrace.

1. °e²ení soustav lineárních rovnic - metody p°ímé a itera£ní

a) p°ímé metody

�e²íme rovnici Ax = y, kde y ∈ Rn a A ∈ Rn×n.

Frobeniova v¥ta: Systém lineárních rovnic má °e²ení práv¥ tehdy, kdyº hod-
nost matice A je stejná jako hodnost roz²í°ené matice systému (A|y).

- základní metody, známé jiº ze st°ední a základní ²koly - dosazovací metoda,
s£ítací metoda
- Gaussova elimina£ní metoda
- Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo

P°edpokládejme, ºe A je regulární matice, a tedy její hodnost je n. Potom také
hodnost roz²í°ené matice (A|y) je rovna n pro kaºdé y ∈ Rn.
Ozna£me

Ai =


a11 . . . a1i−1 y1i a1i+1 . . . a1n
a21 . . . a2i−1 y2i a2i+1 . . . a2n
...

...
...

...
...

...
...

an1 . . . ani−1 yni ani+1 . . . ann


Cramerovo pravidlo °íká, ºe rovnice Ax = y má práv¥ jedno °e²ení x∗, pro které
platí:

x∗
i =

detAi

detA
.

b) itera£ní metody

- Jacobiho metoda (jednokrokovoá stacionární itera£ní metoda)
- Gauss-Seidelova metoda (jednokrokovoá stacionární itera£ní metoda)
- SOR metoda (relaxa£ní metoda)
- metoda nejv¥t²ího spádu (metoda zaloºená na minimalizaci kvadratické formy)
- metoda sdruºených gradient· (metoda zaloºená na minimalizaci kvadratické
formy)

�e²íme rovnici Ax = y, kde y ∈ Rn a A ∈ Rn×n je regulární matice.



Základní my²lenka itera£ních metod:

Ax = y ⇐⇒ bAx = by ⇐⇒ x+ bAx = x+ by ⇐⇒ x = (I − bA)x+ by,

kde b ∈ R je nenulové.
Tedy vektor x∗ je °e²ením rovnice

Ax = y

práv¥ tehdy, kdyº °e²í rovnici
x = Tx+ r,

kde T = (I − bA), r = by.

Jednokrokovou stacionární itera£ní metodou nazveme proces de�novaný
vztahem

xk+1 = Txk + r,

kde x0 ∈ R je daný vektor. Tento proces nazveme konvergentním, pokud

xk → x∗, ∀x0 ∈ R.

Jacobiho metoda

Matici A vyjád°íme jako sou£et 3 matic:
D - diagonální matice,
L - ost°e dolní trojúhelníková matice,
U - ost°e horní trojúhelníková matice
Dosadíme do rovnice Ax = y a upravíme:

Ax = (D + L+ U)x = y

Dx+ (L+ U)x = y

Dx = y − (L+ U)x

x = D−1[y − (L+ U)x]

itera£ní proces:
xi+1 = D−1[y − (L+ U)xi]

po sloºkách:

xi+1
j =

1

ajj

(
yj −

j−1∑
k=1

ajkx
i
k −

n∑
k=j+1

ajkx
i
k

)
, j = 1, . . . , n

Gauss-Seidelova metoda

Tato metoda je podobná Jacobiho metod¥, jen p°i výpo£tu xi+1
j pouºíváme jiº

vypo£ítané sloºky xi+1
1 , xi+1

2 , · · · , xi+1
j−1. Tedy:

xi+1
j =

1

ajj

(
yj −

j−1∑
k=1

ajkx
i+1
k −

n∑
k=j+1

ajkx
i
k

)
, j = 1, . . . , n



Relaxa£ní metody jsou metody pro urychlení konvergence Gauss-Seidelovy me-
tody. Metoda se modi�kuje tím, ºe do itera£ního schématu se zavede parametr ω.
Itera£ní matice Tω tedy závisí na parametru ω, který se nazývá relaxa£ní para-
metr. Pro správnou volbu tohoto parametru bude mít matice Tω men²í spektrální
polom¥r ρ = max {|λ1|, |λ2|, . . . , |λn|}, kde λ1, λ, . . . , λn zna£í vlastní £ísla matice
T , neº matice T a itera£ní proces bude konvergovat rychleji .

SOR (Successive Over-Relaxation)

Itera£ní proces metody SOR:

xi+1
j = (1− ω)xi

j +
ω

ajj

(
yj −

j−1∑
k=1

ajkx
i+1
k −

n∑
k=j+1

ajkx
i
k

)
, j = 1, . . . , n

Metody zaloºené na minimalizaci kvadratické formy

P°edpokládáme-li, ºe matice A je symetrická a pozitivn¥ de�nitní ((Ax, x) > 0
pro kaºdé x ̸= 0), nalezení °e²ení rovnice Ax = y je ekvivalentní s nalezením
minima funkce

F (x) =
1

2
(Ax, x)− (y, x).

metoda nejv¥t²ího spádu

- zvolme po£áte£ní vektor x0

- vypo£t¥me reziduum r0 = y − Ax0 (vektor nejv¥t²ího spádu)
- ur£eme hodnotu a0, pro kterou nabývá funkce F (x0 + ar0) svého minima:

a0 =
(r0, r0)

(r0, Ar0)

- spo£ítejme nové p°iblíºení x1 = x0 + ar0 p°esného °e²ení
- vypo£t¥me nové reziduum r1 = r0 − a0Ar0
- ...

metoda sdruºených gradient·

- podobná jako metoda nejv¥t²ího spádu
- zvolme po£áte£ní vektor x0

- vypo£t¥me reziduum r0 = y − Ax0

- první sm¥rový vektor v0 zvolme takto v0 = r0
- spo£ítejme nové p°iblíºení x1 = x0 + a0v0 p°esného °e²ení
- vypo£t¥me nové reziduum r1 = r0 − a0Av0
- zvolme dal²í sm¥rový vektor v1 = r1 + b0v0 tak, aby (v1, Av0) = 0, platí:

b0 = − (v0, Ar1)

(v0, Av0)

- ...



2. metody °e²ení nelineárních rovnic

Je dána spojitá funkce f na intervalu [a, b], f(a)f(b) < 0. Chceme zjistit, pro
které α ∈ (a, b) platí f(α) = 0. (Lagrangeova v¥ta nám zaru£uje, ºe za t¥chto
podmínek takové α existuje.)

- metoda p·lení interval·
- Newtonova metoda (metoda te£en)
- metoda se£en
- Regula falsi

metoda p·lení interval·

a0 = a, b0 = b, n = 0

↓

x =
an + bn

2

Pokud f(x) = 0, α = x → konec.
Pokud f(x) ̸= 0 :

f(an)f(x) < 0 → bn+1 = x, an+1 = an

f(an)f(x) > 0 → an+1 = x, bn+1 = bn

Pokud je spln¥no ukon£ovací kriterium, α = x → konec.
Pokud ne n = n+ 1

- vºdy konverguje

Newtonova metoda (metoda te£en)

- zvolíme po£áte£ní bod x0

- bodem (x0, f(x0)) vedeme te£nu t ke grafu funkce f
- rovnie te£ny t:

t(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

- dal²í aproximaci x1 ko°ene α dostaneme jako pr·se£ík t a osy x:
t(x1) = 0 práv¥ tehdy, kdyº f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0) = 0, tedy x1 = x0 − f(x0)

f ′(x0)



metoda se£en

- zkonstruujeme p°ímku p0 proházející body f(x0), f(x1), kde x0 = a, x1 = b
- p°ímka p0 protne osu x v n¥jakém bod¥ x2

- pokud f(x2) = 0, konec
- v opa£ném p°ípad¥ zkonstruujeme p°ímku p1 proházející body f(x2), f(x1)
- ...
- ne vºdy konverguje

metoda regula falsi

- podobná jako metoda se£en
- rozdíl je v tom, ºe pokud f(xn+1) má stejné znaménko jako f(xn), konstruu-
jeme v dal²ím kroku p°ímku, která prohází body f(xn+1) a f(xm), kde m < n je
nejv¥t²í index takový, ºe f(xm) a f(xn+1) mají opa£ná znaménka, tedy:
- zkonstruujeme p°ímku p0 proházející body f(a0), f(b0), kde a0 = a, b0 = b
- p°ímka p0 protne osu x v n¥jakém bod¥ x0

- pokud f(x0) má stejné znaménko jako f(a0), volíme a1 = x0, b1 = b0,
- v opa£ném p°ípad¥ volíme a1 = a0, b1 = x0

- zkonstruujeme p°ímku p1 proházející body f(a1), f(b1)
- ...
- vºdy konverguje

3. Interpolace funkcí polynomy

Je dán interval [a, b] a hodnoty funkce f v bodech x0, x1, . . . , xn pro n ∈ N
(p°ípadn¥ dal²í podmínky). Chceme najít polynom p, pro který platí, ºe p(xi) =
f(xi) ∀i ∈ 1, . . . n.

- Newtonova interpolace
- Lagrangeova interpolace
- Hermitova interpolace

Newtonova interpolace

- Dáno: f(x0), f(x1), . . . , f(xn)
- Newton·v interpola£ní polynom:

Nn(x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+· · ·+an(x−x0)(x−x1)+. . . (x−xn−1),

a0 = f(x0)

f(x1) - pom¥rné diference 0. °ádu
...
f(xn)

a1 =
f(x1)−f(x0)

x1−x0
=: f [x1, x0]

f(x2)−f(x1)
x2−x1

=: f [x2, x1] - pom¥rné diference 1. °ádu
...
f(xn)−f(xn−1)

xn−xn−1
=: f [xn, xn−1]





a2 =
f [x2,x1]−f [x1,x0]

x2−x0
=: f [x2, x1, x0]

f [x3,x2]−f [x2,x1]
x3−x1

=: f [x3, x2, x1] - pom¥rné diference 2. °ádu
...
f [xn,xn−1]−f [xn−1,xn−2]

xn−xn−2
=: f [xn, xn−1, xn−2]

...

Lagrangeova interpolace

- stejné po£áte£ní podmínky, stejný výslekek jako u Newtonovy interpolace
- li²í se jen konstrukcí polynomu
- Lagrange·v interpola£ní polynom:

Ln(x) = f(x0)l0(x) + f(x1)l1(x) + · · ·+ f(xn)ln(x),

kde li(xj) = δij, li(xi) = 1∀i = 1, 2, · · · , n, jinak je výraz roven 0. Pro polynomy
li tedy dostáváme:

li(x) =
(x− x0)

(xi − x0)
· · · (x− xi−1)

(xi − xi−1)

(xi − xi+1)

(xi − xi+1)
· · · (x− xn)

(xi − xn)
.

Hermitova interpolace

- Dáno: f(x0), f(x1), . . . , f(xn) a f ′(x0), f
′(x1), · · · , f ′(xn)

- hledáme polynom H(x) takový, ºe H(xi) = f(xi) a H ′(xi) = f ′(xi), i = 0, · · ·n.
- máme tedy 2n+2 podmínek, hledáme polynom stupn¥ nejvý²e 2n+1 ve tvaru:

H2n+1(x) =
n∑

i=0

hi(x)f(xi) +
n∑

i=0

hi(x)f
′(xi),

kde hi, hi jsou polynomy stupn¥ nejvý²e 2n+ 1, pro které platí:

hi(xj) = δij, h
′
i(xj) = 0, hi(xj) = 0, h′

i(xj) = δij

- polynom hi(x) zapí²eme va tvaru:

hi(x) = (aix+ bi)
(x− x0)

2(x− x1)
2 · · · (x− xi−1)

2(x− xi+1)
2 · · · (x− xn)

2

(xi − x0)2(xi − x1)2 · · · (xi − xi−1)2(xi − xi+1)2 · · · (xi − xn)2
=

= (aix+ bi)li(x)

a z vý²e uvedených podmínek ur£íme koe�cienty ai, bi
- platí:

ai = −2l′i(xi)

bi = 1 + 2xil
′
i(xi)

- celkem tedy máme:

hi(x) = [1− 2(x− xi)l
′
i(xi)]l

2
i (xi)



- polynom hi(x) zapí²eme va tvaru:

hi(x) = ci(x+ xi)
(x− x0)

2(x− x1)
2 · · · (x− xi−1)

2(x− xi+1)
2 · · · (x− xn)

2

(xi − x0)2(xi − x1)2 · · · (xi − xi−1)2(xi − xi+1)2 · · · (xi − xn)2
=

= ci(x+ xi)l
2
i (x)

a z vý²e uvedených podmínek ur£íme koe�cienty ci
- platí:

ci = 1

- celkem tedy máme:
hi(x) = (x− xi)l

2
i (x)

- po dosazení:

H2n+1(x) =
n∑

i=0

[1− 2(x− xi)l
′
i(xi)]l

2
i (xi)f(xi) +

n∑
i=0

(x− xi)l
2
i (x)f

′(xi)

4. Jiné metody aproximace funkcí

Podobn¥ jako u interpolace je dán interval [a, b] a hodnoty funkce f v bodech
x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] pro n ∈ N. Tentokrát není úkolem najít funkci, která bude
v²emi zadanými body p°ímo procházet, ale najít funkci dostate£n¥ jednoduchou,
která se bude v jistém smyslu nejvíce blíºit funk£ním hodnotám f(x0), f(x1), . . . , f(xn)
v bodech x0, x1, . . . , xn mezi v²emi funkcemi n¥jakého typu.

Metoda nejmen²ích £tverc·

- ur£íme t°ídu C funkcí, mezi kterými budeme p°iblíºení hledat (nep°. lineární
funkce, kvardatické funkce, ...)
- hledáme takovou funkci g ∈ C, ºe sou£et druhých mocnin rozdíl· funk£ních
hodnot funkcí f a g v bodech x0, x1, . . . , xn bude minimální
- snaºíme se tedy minimalizovat výraz

n∑
i=0

(f(xi)− g(xi))
2

5. Numerická integrace

- proces p°ibliºného výpo£tu integrálu (p°esnou hodnotu integrálu neumíme spo-
£ítat nebo je to náro£né)
- dána funkce f (analyticky nebo p°ibliºn¥ tabulkou) na intervalu [a, b]
- chceme ur£it p°ibliºnou hdnotu integrálu∫ b

a

f(x)dx

Lichob¥ºníková metoda



- rozd¥líme interval [a, b] body x0, x1, . . . , xn na n stejných interval· nebo máme
d¥lení dáno tabulkou
- ur£íme funk£ní hodnoty f(x0), f(x1), . . . , f(xn) nebo jsou op¥t dány tabulkou
- na kaºdém intervalu [xi−1, xi] nahradíme funkci f lineární funkcí ai + bix spo-
jující body f(xi−1), f(xi)

- p°ibliºnou hodnotu
∫ b

a
f(x)dx pak spo£ítáme jako sou£et integrál· t¥cho lineár-

ních funkcí: ∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑

i=0

∫ xi

xi−1

(ai + bix)dx


