8. Zakladni numerické algoritmy

feSeni soustav linedrnich rovnic - metody primé a itera¢ni
metody reSeni nelinearnich rovnic

interpolace funkci polynomy

jiné metody aproximace funkci

numericka integrace.

Crks Loy

1. feSeni soustav lineaArnich rovnic - metody primé a iterac¢ni

a) primé metody
Resime rovnici Az = y, kde y € R™ a A € R™",

Frobeniova véta: Systém linedrnich rovnic méa feSeni pravé tehdy, kdyz hod-
nost matice A je stejna jako hodnost rozsifené matice systému (Aly).

- zakladni metody, znamé jiz ze stifedni a zdkladni Skoly - dosazovaci metoda,
sCitaci metoda

- Gaussova eliminac¢ni metoda

- Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo

Predpokladejme, ze A je regularni matice, a tedy jeji hodnost je n. Potom také
hodnost rozsitené matice (Aly) je rovna n pro kazdé y € R".

Oznac¢me
a1 ... Q-1 Yii Ari41 --. Q1p
ag1 ... Q2i—1 Y2i Q241 ... QA2p
Ai == .
Ap1 -++ OGpi—1 Yni Qni+1 ... Apn

Cramerovo pravidlo tika, Ze rovnice Ax = y ma pravé jedno feseni z*, pro které

plati:

Ti = det A~

b) itera¢ni metody

- Jacobiho metoda (jednokrokovoa stacionarni itera¢ni metoda)

- Gauss-Seidelova metoda (jednokrokovoa stacionarni itera¢ni metoda)

- SOR metoda (relaxa¢ni metoda)

- metoda nejvétsiho spadu (metoda zalozena na minimalizaci kvadratické formy)
- metoda sdruzenych gradienti (metoda zaloZend na minimalizaci kvadratické
formy)

Resime rovnici Az = y, kde y € R” a A € R™" je regularni matice.



Zakladni myslenka iterac¢nich metod:
Az =y <= bAz =by <= s+ bAz=x+by <= x = (I —bA)x + by,

kde b € R je nenulové.
Tedy vektor x* je feSenim rovnice

Arx =y
pravé tehdy, kdyz fesi rovnici
r="Tx+r,
kde T'= (I — bA),r = by.

Jednokrokovou stacionarni itera¢ni metodou nazveme proces definovany
vztahem
Tpy1 = Tap +,

kde xp € R je dany vektor. Tento proces nazveme konvergentnim, pokud

rr —x, Vrg € R,

Jacobiho metoda

Matici A vyjadiime jako soucet 3 matic:
D - diagonalni matice,

L - ostfe dolni trojuhelnikovi matice,

U - ostie horni trojihelnikovi matice
Dosadime do rovnice Az = y a upravime:

Ar=(D+L+U)x=y
Dr+ (L+U)x=y
Dxr=y—(L+U)x

v =Dy — (L+U)a]

itera¢ni proces: . ,
2 = D7y — (L+U)a’

po slozkach:
. 1 it . n .
x;ﬂrl:;(yj—z%kxz- Z ajka), j=1...,n
79 k=1 k=j+1
Gauss-Seidelova metoda

Tato metoda je podobna Jacobiho metodé, jen pii vypoctu xé-“ pouzivame jiz

vypoditané slozky zi™, x5t - 2lf]. Tedy:

1 J—1 n
i1 i+1 i o
vy = — Yy — E ajRxy,  — E ajrxy, |, 7=1...,n
ajj
k=1

k=j-+1



Relaxaéni metody jsou metody pro urychleni konvergence Gauss-Seidelovy me-
tody. Metoda se modifikuje tim, ze do itera¢niho schématu se zavede parametr w.
Itera¢ni matice Tw tedy zavisi na parametru w, ktery se nazyva relaxacni para-
metr. Pro spravnou volbu tohoto parametru bude mit matice T'w mensi spektralni
polomér p = max {|A1], [A2|, ..., [Aul}, kde A1, A, ..., A, znadi vlastni ¢isla matice
T, nez matice T a itera¢ni proces bude konvergovat rychleji .

SOR (Successive Over-Relaxation)

Itera¢ni proces metody SOR:

7—1 n
. . w . .
i+1 i i+1 ) N
T} —(1—w)xj+; (yj— g ajrT,  — E ajkxk> , j=1,...,n

17 k=1 k=j+1

Metody zaloZené na minimalizaci kvadratické formy

Predpokladame-li, Ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni ((Az,z) > 0
pro kazdé = # 0), nalezeni feSeni rovnice Ax = y je ekvivalentni s nalezenim
minima funkce

F(z) = %(Ax,x) — (y,x).

metoda nejvétsiho spadu

zvolme pocatecni vektor xg
vypo¢téme reziduum ry = y — Az (vektor nejvétsiho spadu)
ur¢eme hodnotu ag, pro kterou nabyva funkce F'(z¢ + arg) svého minima:

an — (T07 710)
0 (TQ,A?"Q)

spocitejme nové piiblizeni x1 = xy + ary presného feseni
vypocétéme nové reziduum ry = rg — agAry

metoda sdruzenych gradienti

- podobna jako metoda nejvétsiho spadu

zvolme pocatecni vektor xg

vypoc¢téme reziduum ro =y — Axg

prvni smérovy vektor vy zvolme takto vy = rg

spocitejme nové piiblizeni x1 = xg + agvy presného feseni

vypoc¢téme nové reziduum ry = rg — agAvy

zvolme dalsi smérovy vektor v; = r; 4 byvg tak, aby (vq, Avg) = 0, plati:

(Uo, ATl)
(Uo, AU())

by = —



2. metody reSeni nelinedrnich rovnic

Je dana spojita funkce f na intervalu [a,b], f(a)f(b) < 0. Chceme zjistit, pro
které a € (a,b) plati f(a) = 0. (Lagrangeova véta nam zarucuje, Ze za téchto
podminek takové a existuje.)

- metoda pileni interval

- Newtonova metoda (metoda tec¢en)
- metoda seCen

- Regula falsi

metoda pileni intervala

{
an + bn
Tr =
2
Pokud f(z) =0, a=z — konec.
Pokud f(z) #0
f(&n)f(l') <0 = bn—i—l =, Ap4+1 = Qn
f((ln)f(l') >0 — Upt1 = T, bn+1 =b,

Pokud je splnéno ukoncovaci kriterium, « =x  — konec.
Pokud ne ]n =n+1

- vzdy konverguje
Newtonova metoda (metoda tecen)

- zvolime pocatecni bod zq
- bodem (z, f(x0)) vedeme te¢nu ¢ ke grafu funkce f
- rovnie tecny t:
t(x) = f(wo) + f'(z0)(x — 20)
- dalsi aproximaci x; kofene o dostaneme jako prusecik ¢ a osy x:
t(z1) = 0 pravé tehdy, kdyz f(zo) + f'(zo)(z1 — x9) = 0, tedy x1 = x¢ — %



metoda secCen

- zkonstruujeme p¥imku py prohéazejici body f(zo), f(x1), kde g = a, 2, = b
- ptimka pg protne osu x v néjakém bodé xs

- pokud f(z2) = 0, konec

- v opa¢ném piipadé zkonstruujeme pfimku p; prohazejici body f(x2), f(x1)

- ne vzdy konverguje
metoda regula falsi

- podobné jako metoda secen

- rozdil je v tom, Ze pokud f(x,;1) mé stejné znaménko jako f(x,), konstruu-
jeme v dalgim kroku piimku, ktera prohazi body f(z,41) a f(x,,), kde m < n je
nejvétsi index takovy, ze f(z,,) a f(x,41) maji opatné znaménka, tedy:

- zkonstruujeme primku py prohézejici body f(ao), f(bo), kde ag = a,by = b

- piimka pg protne osu = v néjakém bodé xg

- pokud f(zg) méa stejné znaménko jako f(ag), volime a; = xg, by = by,

- v opac¢ném piipadé volime a; = ag, by = x¢

- zkonstruujeme p¥imku p; prohézejici body f(a1), f(b1)

- vzdy konverguje

3. Interpolace funkci polynomy

Je dan interval [a,b] a hodnoty funkce f v bodech zg,zq,...,2, pro n € N
(pfipadné dalsi podminky). Chceme najit polynom p, pro ktery plati, ze p(x;) =
flz;)) VYiel,...n.

- Newtonova interpolace
- Lagrangeova interpolace
- Hermitova interpolace

Newtonova interpolace

- Déno: f(l’o), f(x1>7 Tt f(xn)

- Newtoniv interpola¢ni polynom:
N, (z) = ag+ar(x—xg)+as(z—x0)(x—21)++ - +ap(x—z0)(x—21)+. .. (T—T_1),

ap = f(zo) .
f(z) - pomérné diference 0. radu

f(zn)
= fe)fe) g

He)f@) — 2, 2q] - pomérné diference 1. fadu

T2—x]

$1,I0}

fan)fen)

Tn—Tn—1 [:Env :Bn—l]






Hoswllooai] . flzy 2y 2q] - pomérné diference 2. fadu

r3—T1

J@n@n1]—flan—1.en] = f]

Tn—Tn—2

Tny Tn—1, $n72]

Lagrangeova interpolace

- stejné pocatecni podminky, stejny vyslekek jako u Newtonovy interpolace
- 1is1 se jen konstrukci polynomu
- Lagrangetv interpola¢ni polynom:

Ly (x) = f(xo)lo(x) + f(z1)l(z) + - + fn)ln(2),

kde l;(z;) = 6;5,1;(z;) = 1Vi = 1,2,--- | n, jinak je vyraz roven 0. Pro polynomy
l; tedy dostavame:

(z — 20) (@ — xi1) (@ — @ig1) (z — an)
(lEz‘ - $0) (l’z - %’—1) (Iz - 9Uz‘+1) (% - fEn)'

Hermitova interpolace

- Déno: f(l'O)a f(x1>7 ER f(xn) a f’(l’[)), f/(xl)a s 7f/(xn)
- hledame polynom H(x) takovy, ze H(x;) = f(x;) a H'(z;) = f'(x;), i =0,---n.
- mame tedy 2n + 2 podminek, hleddme polynom stupné nejvyse 2n+ 1 ve tvaru:

Hopyr (1) = Z hi(z) fz;) + ZE(w)f’m),

kde h;, h; jsou polynomy stupné nejvyse 2n + 1, pro které plati:
hi(x;) = i, bi(a;) = 0, hi(x;) = 0, hj(x;) = 0

- polynom h;(x) zapiSeme va tvaru:

(z —2o)* (@ — 1) - (v —2i1)* (2 — wi0)” -+ (2 — 3)°

(i — 20)2 (2 — 1)+ (2 — i) (T — Tig1)? -+ (05 — )2 B

= (a;z + b))l ()

a z vySe uvedenych podminek urc¢ime koeficienty a;, b;
- plati:

- celkem tedy mame:

hi(x) = [1 = 2(x — @)1} () )17 ()



- polynom h;(x) zapiSeme va tvaru:
Fale) = el + ) ol @ m o) 0 m i) @ — o) (o a
' ' ' (zi — 20)*(wi — 1)+ (@ — i1)? (T — Tigr)? - (@ — 1)

= ci(z + ;)3 (2)

a z vySe uvedenych podminek urc¢ime koeficienty c;
- plati:

- celkem tedy mame:

- po dosazeni:

n n

Hopr(z) =Y (1 =2z — 2)lj(2)J12(x:) f () + > (2 — 2) 1 () ()

=0 =0

4. Jiné metody aproximace funkci

Podobné jako u interpolace je dan interval [a,b] a hodnoty funkce f v bodech

Ty, X1, ..., Ty € |a,b] pro n € N. Tentokrat neni tikolem najit funkci, ktera bude
vSemi zadanymi body p¥imo prochézet, ale najit funkci dostate¢né jednoduchou,
ktera se bude v jistém smyslu nejvice blizit funkénim hodnotam f(zy), f(x1),..., f(z,)
v bodech zg, x4, ..., z, mezi vSemi funkcemi néjakého typu.

Metoda nejmensich ¢tverci

- ur¢ime t¥idu C funkei, mezi kterymi budeme piiblizeni hledat (nept. linedrni
funkce, kvardatické funkce, ...)

- hledame takovou funkci g € C, Zze soucet druhych mocnin rozdila funkénich
hodnot funkci f a g v bodech xq, x4, ..., x, bude minimalni

- snazime se tedy minimalizovat vyraz

n

S () — glw))?

1=0

5. Numericka integrace

- proces piiblizného vypoctu integralu (pfesnou hodnotu integralu neumime spo-
¢itat nebo je to narocné)

- dana funkce f (analyticky nebo pfiblizné tabulkou) na intervalu [a, b]

- chceme urcit pribliznou hdnotu integralu

/a  Ha)ds

Lichobéznikova metoda



- rozdélime interval [a,b] body zg,z1,. .., %, na n stejnych intervali nebo méame
déleni dano tabulkou

- ur¢ime funkéni hodnoty f(xg), f(x1),..., f(z,) nebo jsou opét dany tabulkou
- na kazdém intervalu [x;_1, z;] nahradime funkei f linearni funkei a; + b;z spo-
jujict body f(zi-1), f(zi)

- piibliznou hodnotu f; f(z)dz pak spocitame jako soucet integralii técho linear-

nich funkei: , . _
/ f(x)dx ~ Z/ (a; + bix)dx
a i=0 vV Ti-1



