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NUMERIcxÉ ALGoRITMY

TouÁš DvoŘÁx

Numerická matematika se zabfvá, konstruktivními postupy, pomocí nichž |ze získat ňešení matematickfch
problémri s libovolnou pňesností po provedení konečného počtu aritmetickfch operací.

Numerické vfpočty jsou zpravid|a zatíženy chybami: Jde o chyby ve vstupních ildajích (dány napň.

nepňesností naměien;fch dat), zaokrouhlovacÍ chyby (dány konečnou reprezentací čísel v paměii počítače) a

chybu metody (numerická metoda neposkytne pŤesné rYešení, ale pouze jeho aproximaci).
Metody lze rozdělit do dvou skupin. PÍímámetodadává,algoritmus teoreticky pÍesného Ťešení, tj. vfsledek

je pňesny za pňedpokladu, že všechny vfpočty jsou provedeuy pŤesně (pňíklad: vzorec pro vfpočet koÍenri

kvadratické rovnice). lterační metoda konstruuje posloupnost cg, z1, . . ., xk,. . . črástečnfch aproximací pĚes-

ného ňešení. Zde je vždy driležité zjistit, za jakfch podmínek posloupnost {'l}Lo konverguje k pŤesnému

Íešeuí dané riloby (hovoÍíme o konvergenci metody).

1. ŘpšonÍ Npr,twoÁnNÍcu RovNIc.

Problém: Nalézt ňešení rovnice f(o) = 0 na intervalu (o,Ď), kde f je reálná funkce, definovaná na (a,Ď).

Řešením rovnice je číslo r* c (o,Ď) splřující /(c-) = 0.

obecné schema iterační metodv:
zvol počáteční aproximaci rg e (o, Ď);

k:=0;
repeat k:=k*1;

pomocí iteračního vzorce spočti o1;
until lc* - t*l ( ..
return gř.

V stupem je tedy piibližné Ťešení, určené s pŤedem zvolenou pňesností e.

Myšleukou Neutonoay metodg je nahrazení funkce f tečnou (ke grafu funkce í). 'Je-li rx j1ž z ,rrÁ
aproximace koiene r*, pak další aproximaci c1..1 obdržíme jako prrisečík osy o a tečny ke grafu funkce Í v
táde[r1,11ct)J'Protožerovnicetečnymátvary=f'(xe)(x_rr),položíme-lia=0,obdržímeiterační
vzorec 

/(tr)
0}+1 =,u- Í,@o).

Postačující podmínky pro konvergenci Newtonovy metody jsou náročné: Je tieba, aby

(1) interval (a, Ď) obsahoval jediné ňešení e* rovnice f(c),
(2) první i druhá derivace funkce f byly na (a,Ď) nenulové a zachovávaly tam znaménko,
(3) počáteční iterace go É (a, á) splĎovala podmínku f(cq)f,,(go) > 0.

Pro odhad chyby lze použít vztahu

kde \vt _ 
'fix,Ťl 

|Í,,@)|, yTt, = 
"ffitl 

|Í'(*)|.

Protože uvedené podmínky se obtížně ověŤují, v praxi se ukončení vfpočtu testuje některfm z těchto em-

pirickfch kriterií:
(1) l"r - op-11 ( e,

(2) lf(r,.)l < e.

Z podmínky (1) ani (2) obecně neplyne, že chyba aproximace je menší než e (tj. Že|4_ r*| < e), proto

Ťíkáme, že jsme ňešení našli s tolerancí e .
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2. Soustlvy r,tNpÁn.NÍcg RovNIc

Problém: Nalézt iešení soustavy
Aa =b

nlineiírních rovnico n nezniím ch. Á = (o'i)ii=. jereálnáčtvercovámaticeiádu n, u=(xt,...,,'*) vektor

nezniírnfch a b= (Ďr, ...,bn) reáln1f vektor pravfch stran. Budeme pŤedpokládat, že matice á je regulární

(tj. det A+0).Z tohoto pňedpokladu vyplfvá, že soustava má právějedno Ťešení.

Metoda LU _rozkladu je založena na myšlence vyjádiit á jako součin matic á _ LU , kde .Ú je dolní a [/

hornítrojťrhelníkovámatice(tj. I,=(lii)i,=.,Li=0proá< j,atI =(qr)li=i, u;i=0 proi) j).Puk
lze soustavu zapsat ve tvaru 

LUa = b

a získat její Ťešení tak, že

(1) vyŤešíme soustavu Lg = b,

(2) vyŤešíme soustavu Us = U.

VyŤešit obě soustavy je snadné, v prvním pŤípadě postupn1fm dosazováním od první rovnice počínaje (pŤímá

substituce), ve druhém pak postupn;fm dosazováuím od poslední rovnice (zpětná substituce).

Jak nalézt LU_tozk|ad' matice Á? Nejprve zapíšeme matici ve tvaru

o -lo" -'f"- L , A')'

kde u" je Ťádkovf a u sloupcovf vektor délky n -L a Alpodmatice íádu n- 1. Budemese snažit navrhnout

rekurzivní proceduru ,L[/-rozkladu matice á. S použitím lineární algebry odvodíme

kde 1,.-1 je jednotková matice Ťádu n - 1 (na hlavní diagonále má jedničky a všude jinde samé nuly), a

L, a(J, jsou dolní a horní trojrihelníkovámatice, pro něž L,(J, = A, _#. Jak tyto matice nalezneme?

Rekurzivní aplikací odvozeného vztahu, kde roli matice Á bude hrát matice A, _ #. Tento postup dává

nrásledující algoritmus, v němž je již ovšem rekurze nahrazena iterací.

LU-rozk!ad(Á)'

for k:=1 to n do up6::akk;
for i::k*l to n do l;;r:=a;* lunxi

uki:=&ki,
od

n do for j:-k*l to n
do a;i ::aii - l;r uki od

od
od

return L = (l;)?,i=', (J = (u;i\?,i=, (nulové trojlihelníky obou matic nejsou inicializovány).

Algoritmus selže v pÍípadě, že pro některé ,b bude ukk = 0 (dělení nulou)' Tuto nesnáz lze však snadno

oditranit: Najdeme m > k tak, že utcm * 0 (takovf prvek existuje, protože matice .4 je regulární). Pak

vyměníme m_t! a,t-tf Íádek a pokračujeme v provádění ďgoritmu.

3. Soustl,vv Npr,noÁmlÍcg RovNIc

Problém: Nalézt Ťešení soustavy

h@1r"',tra)=0

:

Í"@1;...,xn)=0

o= [á ,",_,] ["á' n!,*]= [á ť,] [-á' ť,,]=|L j,] [";' ť,],

for i:=k*l to
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na n-rozměrném intervalu ,R'. = (o', Ór) x . . . x (o,,, Ď,,).

S použitím vektorové symboliky lze soustavu ekvivalentně zapsat ve tvaru .['(c) = 0, kde E = (Í,, . . ., Ín)T
je zobrazení z Rn do ff, a = ('',...,go) vektor neznámfch a0 n-rozměrnf nulovf vektor.

Newtonova metoda íďení syst,ému neIineárních rovnic je (podobně jako v pŤípadě jedné rovnice) zdložena
na iteračním vzorci 

"(}+r1 = g(&) - [,n,(c(i)i-,.P1"{r);,

kde .ť,(o) je derivace zobraseli .P, tj. matice (tzv. Jacobiova matice zobrazení "ť)' jejímiž prvky jsou parcirílní
derivace funkcí f; podle proměnn ch rri:

9L
ocz

9b
orz

Exponent -' puk značí inverzní matici. Protože v1fpočet podle uvedeného vzorce by byl obtížuf, zavedeme

místo toho vektor pĚír stkri 6(r) - o(&+1) - aG) (A(&) - (A|*), ..., aÍl))), a dosazeuím do iteračního
vzorce obdržíme soustavu

(*) F'(rr)a(*) - -F(r*),

n lineárních rovnic o n neznámfch A[&), . . . , Af) (kterou umíme vyŤešit!).

Algoritmus:
ZvoI počáteční aproximaci CI(o) c n" ..blízko'' pňedpokládanému ňešení;

k:-0;
repeat ňešením soustavy (*) urči vektor A(,b).

'(Ě+t) 
:= 8(k) -u A(e).

k:_k*1;
until ||c(r) - 8(k-1)|I < e or det|F,@{*))] je blízk1i nule.

Symbol ||o|| značí normu vektoru o, napň. ||(",'...,c")|| = max{J'tt...,tn}. Je-li determinant matice
f,(o(l); bHzkÝ oule, je vhodné vfpočet ukončit, protože vfsledek by byl vlivem zaokrouhlovacích chyb zcela
znehodnocen. .

4. ApnoxItvtlcp runxcÍ

Polynomiální interpolace. Je dán soubor dat (a6,Uo),..',(t,,an), kde c; { xi pto ž t' j (|ze napŤ.

pÍedpokládat, že y;jsou naměňené hodnoty neznámé funkce f v uzlovfch bodech o;). ÚIohou polynomiální
interpolace je nalézt polynom p(r) stupně nejvfše n, splřující

p(ro)- ya,p(rt)=w,

Klasické ňešení podává Lagrange a interpolační azorec:

,P(rn) = yn.

p(,)= D ,,il *1"j.
o(i(n o(i(. -J -r

ifi

Aproxinace rnetodou nejmenších čtvercri. Je dán soubor dat (og,9o),...,(an,Un). Eledáme funkci
F(c) tak' aby součet 

ft
n=f(r'(oi)_y,)t

i=0

byl minimallzovém (minimalizuj eme soačet čtaerc odchylek, odtud náaev metody). Funkci .F" budeme hledat
ve tvaru linerá,rní kombinace F (x) = D?=o ci f1 (o) vhodně zvolenfch uzákladních funkcí" Ío, . . . , Í^ .

#1
aÍ* 

|

0co J

Í 0Ít
I ott

F'(n) - | ...\/tl
I aÍ*
L ?cr



Štola učitel iďorÍnatilry
Numerické algoritmy 4

Nutnou podmínkou pro existenci minima ťunkce 8 je

P=0,?"-0,...,9fi =0.Oco Oct OCm

Po dosazení za R avfpočtu parciálních derivací ffi získáme soustavu

Ď ", Ď Íi@)Íx(x;) =iu,Ír(,,) } - o, . ..,ffi,
j=0 i=0 d=0

rn*1lineárních rovnic am+ 1neznrírnfch Co,...,cm' zvalou soustavaaormá,Iních

|ío(cg; Ír(ro) Í*@o)1
| ío('.) "fr('r) Í^@) |Á=l : : ' l'tt
L.fo('") Í{x"1 Í^@")J

Íovnic. Položím*li nyní

soustava normálních rovnic má tvar
AT Ae _ AŤa,

kde g = (yo, . .. ,a,) a c= (cg,...,c^) je vektor neznám ch.

Alqoritmus
sestav matici Á;
vyŤeš systém lineárních rovnic '{ Ac _ AŤ s;
retrrrn F(o) = coÍo * 4Ít * ... * cnÍm.

Zblvá zodpovědět otázku, jak zvolit základní funkce Ío,...,Í^? Populární volbou je fi(c) =
znamená, že F(r) = eo * 4r * . . .* c^x* je polynom stupně rn.

5. NutvtpRtcrÁ INTEGRAcE

Problém: Vyčíslit integrál tI roldr, kde f je spojitá reálná funkce na intervďu (c, D).

Metody pro pŤibližnf vfpočet integrálu pracují tak, Že hodnoty funkce J počítrárne jen v konečně mnoha
uzlov1fch bodech a= r,a< t'l <... ( s,. =t. ÍI f@)dx pak nahradíme aproximací tvaru

i,,y1,,)
i=0

(tzv ' kvadtatwnÍ vzorec). Nejběžnější zprisob odvození kvadraturních vzorc spočívá v nahraaení integrovaué
funkce interpolačním polynomem a integrací tohoto polynomu. Poďe toho, zda volíme polynom stupně 0, 1',

či 2, obdržím e obdé]nÍkové pravidlo on, Iichoběžníkové pravidlo Ln a Simpsonovo pravidlo 'S" (zde je tÍeba,
aby n bylo sudé).

Za pŤedpokladu, že ti _ r,i-l = h pro kažďé i' c {1, . ..,n}, mají kvadraturní vzorce tento tvar:

/ h h\
on = h(r{'o * L,) * Í{,, + is +,' . * Í(x^-t - ;))
. h,,
Ln = !2(Í('o) +2f(r1) + ...+ 2Í@"-,) + Í(o"))

h( _'. t r@o)+ af@)+2f(x2)+...+ 2Í(,"_z)*4f(r"-1)+/(c")), n sudé."n_B\.r
LrtnReTuRa
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