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NUMERICKE ALGORITMY

ToMAS DVORAK

Numerickd matematika se zabyva konstruktivnimi postupy, pomoci nichZ lze ziskat FeSeni matematickych
problémii s libovolnou pfesnosti po provedeni koneéného poctu aritmetickych operaci.

Numerické vypoéty jsou zpravidla zatizeny chybami: Jde o chyby ve vstupnich tdajich (ddny napf.
nepfesnosti namérenych dat), zaokrouhlovaci chyby (dény konecnou reprezentaci ¢isel v paméti pocitace) a
chybu metody (numericka metoda neposkytne pfesné FeSeni, ale pouze jeho aproximaci).

Metody lze rozdélit do dvou skupin. P¥imd metoda dav4 algoritmus teoreticky pfesného feseni, tj. vysledek
je pfesny za pfedpokladu, Ze vSechny vypocty jsou provedeny presné (pfiklad: vzorec pro vypocet kofeni
kvadratické rovnice). Iteraéni metoda konstruuje posloupnost zo, z1,...,Zk, ... ¢astecnych aproximaci pres-
ného feseni. Zde je vidy dileZité zjistit, za jakych podminek posloupnost {z}}3>, konverguje k presnému
feseni dané tlohy (hovotime o konvergenci metody).

1. RESENI NELINEARNICH ROVNIC.

Problém: Nalézt feSeni rovnice f(z) = 0 na intervalu (a,b), kde f je redlna funkce, definovana na (a,b).
Resenim rovnice je &islo z* € (a, b) spliyjici f(z*) = 0.

Obecné schema iteraéni metody:

zvol poéateéni aproximaci zg € (a,b);
k:=0;
repeat k:=k+1;

pomoci iteracniho vzorce spocti z;
until |z* — zx| < €.
return .

Vystupem je tedy pfiblizné feseni, uréené s pfedem zvolenou pfesnostf e.

Myslenkou Newtonovy metody je nahrazeni funkce f tefnou (ke grafu funkce f). Je-li z; jiz zZnama
aproximace kofene z*, pak dalsf aproximaci 41 obdrzime jako prisecik osy z a te¢ny ke grafu funkce f v
bod& [zk, f(zx)]. ProtoZe rovnice teény mé tvar y = f'(zx)(x — zx), polozime-li y = 0, obdrzime iteracni

vzorec
Tp41 = Tk — fzs) .
f'(zx)

Postacujici podminky pro konvergenci Newtonovy metody jsou narocné: Je tfeba, aby

(1) interval (a,b) obsahoval jediné feSeni «* rovnice f(z),
(2) prvni i druh4 derivace funkce f byly na (a,b) nenulové a zachovavaly tam znaménko,
(3) potatecni iterace zg € (a,b) spliiovala podminku f(zo)f"(zo) > 0.

Pro odhad chyby lze pouzit vztahu

M 2
zp — ¥ < — (2 — Tp- kde M = max |f’(x m= min |f(z)|.
|z | < m( k= Zk-1)7 . |f7 ()], o, If ()l
Protoze uvedené podminky se obtizné ovéruji, v praxi se ukonleni vypoétu testuje nékterym z téchto em-
pirickych kriterii:
(1) [(I:k - :L'k_ll < €,
(2) [f(ze)l < e
7 podminky (1) ani (2) obecn& neplyne, Ze chyba aproximace je mensi nez ¢ (tj. Ze |zx — z*| < €), proto
fikime, 7e jsme FeSeni nasli s foleranci c.
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2. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Problém: Nalézt feSeni soustavy

Az =b
n linedrnich rovnic o n neznadmych. A = (a;;)7; =, je redlna ¢tvercova matice fadu n, & = (z1, ..., Zn) vektor
neznémych a b = (by,...,b,) redlny vektor pravych stran. Budeme pfedpokladat, Ze matice A je reguldrni

(tj. det A #0). Z tohoto pfedpokladu vyplyva, Ze soustava ma4 pravé jedno feseni.

Metoda LU-rozkladu je zalozena na myslence vyjadfit A jako souéin matic A = LU, kde L je dolni a U
horni trojihelnikova matice (tj. L = (lij)};=1,lij =0proi < j,al = (uij)P =1, uij = 0 pro i > 7). Pak
lze soustavu zapsat ve tvaru

LUz =5
a ziskat jeji FeSeni tak, ze
(1) vyfesime soustavu Ly = b,
(2) vytesime soustavu Uz = y.
Vyfesit obé soustavy je snadné, v prvnim pfipadé postupnym dosazovanim od prvai rovnice pocinaje (pfima
substituce), ve druhém pak postupnym dosazovanim od posledni rovnice (zpétné substituce).
Jak nalézt LU-rozklad matice A? Nejprve zapiSeme matici ve tvaru

T
_ | a1 w
Aw[v A’]’

kde wT je fadkovy a v sloupcovy vektor délky n—1 a A’ podmatice fadu n— 1. Budeme se snazit navrhnout
rekurzivni proceduru LU-rozkladu matice A. S pouzitim linearni algebry odvodime

a1 0] [m wt 1_[1 0 an wT ] _[1 0][an w®
Tl L0 AT L0 LU gy LILo Ul

kde I,_1 je jednotkova matice f4du n — 1 (na hlavni diagonéle ma jedni¢ky a vsude jinde samé nuly), a

L' a U’ jsou dolni a horni trojihelnikovd matice, pro néz L'U’ = A - %‘g— Jak tyto matice nalezneme?
Rekurzivni aplikaci odvozeného vztahu, kde roli matice A bude hrat matice Al - % Tento postup dava

nasledujici algoritmus, v némz je jiz ovem rekurze nahrazena iteraci.
LU-tozklad(A):
for k:=1 to n do urr:=ag;
for i:=k+1 to n do l;;:=a;r/ukk;
Uki - =ak;
od
for i:=k+1 to n do for j:=k+1 ton
do a,:jzza,-]- - I,-kukj od
od
od
return L = (Iij)F;—;, U = (uij)f;=;  (nulové trojihelniky obou matic nejsou inicializovany).

Algoritmus selze v piipadé, Ze pro nékteré k bude ugr = 0 (déleni nulou). Tuto nesnaz lze vSak snadno
odstranit: Najdeme m > k tak, Ze ugm # 0 (takovy prvek existuje, protoZe matice A je reguldrni). Pak
vyménime m—t§ a k-ty Fadek a pokratujeme v provadéni algoritmu.

3. SOUSTAVY NELINEARNICH ROVNIC

Problém: Nalézt feSeni soustavy

fi(zr,...,20) =0

falz1, ... 20) =0
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na n-rozmérném intervalu R, = (a1,b1) X -+ x (an, by).
S pouzitim vektorové symboliky lze soustavu ekvivalentné zapsat ve tvaru F(z) = 0, kde F = (f1,..., fa)T
je zobrazeni z R" do R*, © = (z1,...,%s) vektor nezndmych a 0 n-rozmérny nulovy vektor.
Newtonova metoda FeSeni systému nelinearnich rovnic je (podobné jako v pfipadé jedné rovnice) zaloZena
na iteracnim vzorci
e+ = 25 _ [ (23]~ F(2(F),

kde F’(z) je derivace zobrazeni F', tj. matice (tzv. Jacobiova matice zobrazeni F'), jejimiZ prvky jsou parcialni
derivace funkci f; podle proménnych z;:

af1 3fx af1

F’( ) 8z, Bzq e 8r,
)= -

3fn Afn Afn

oz, o223 T 8z p

Exponent ~! pak znaéi inverzni matici. Protoze vypoéet podle uvedeného vzorce by byl obtizny, zavedeme
misto toho vektor piirastkit A*) = *+D) _ &) (AK) = (A(lk),...,AS.k))), a dosazenim do iteraéniho
vzorce obdrzime soustavu

(%) F'(zy) AY) = —F(zy),
n linedrnich rovnic o n nezndmych A(lk), A Ag,k) (kterou umime vyfesit!).

Zvol potatecni aproximaci ®(g) € R, “blizko” predpoklddanému feSen;
k:=0;
repeat feSenim soustavy (*) uréi vektor A*);
zk+1) = gk) 4 AR,
k:=k-+1;
until || — 2(*-1|| < € or det[F’'(z*))] je blizky nule.

Symbol ||z|| zna&i normu vektoru z, napf. [|(z1,...,zn)|| = max{zy,...,2,}. Je-li determinant matice
F’ (z(’“)) blizky nule, je vhodné vypocet ukonéit, protoze vysledek by byl vlivem zaokrouhlovacich chyb zcela
znehodnocen.

R
4. APROXIMACE FUNKCI

Polynomislni interpolace. Je dan soubor dat (zo,¥%0),...,(Zn,¥n), kde ; # z;j pro i # j (lze napf.

predpokladat, Ze y; jsou naméfené hodnoty nezndmé funkce f v uzlovych bodech ;). Ulohou polynomiélni
interpolace je nalézt polynom p(z) stupné nejvyse n, spliujici

p(xo) = yo’p(xl) ’,: Y, - 'yp(xn) =Un.
Klasické feseni podava Lagrangedv interpolacni vzorec:

pix)= >y [] ::z

0<j<n  o0gign
1#]

Aproximace metodou nejmensich &tvercl. Je ddn soubor dat (2o, o), -.-,(Zn,Yn). Hleddme funkei
F(z) tak, aby soucet

R=7) (F(z:)-w)
i=0

byl minimalizovén (minimalizujeme soucet ¢tverci odchylek, odtud nazev metody). Funkei F budeme hledat
ve tvaru linedrni kombinace F(z) = Z?:o ¢j fj(z) vhodné zvolenych “zékladnich funkei” fo, ..., fm.
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Nutnou podminkou pro existenci minima funkce R je

OR OR OR
—=0,—=0,...,—=0.
Ocg Ocy dem
Po dosazeni za R a vypoétu parcidlnich derivaci %‘; ziskdme soustavu
M
m n n
E ¢j E fi(zi) fu(z) = E Yife(zi) k=0,...,m,
J=0 i=0 =0
m + 1 linedrnich rovnic o m + 1 nezndmych co, . . ., ¢m, zvanou soustava normalnich rovnic. Polozime-li nyni

fo(zo) fi(mo) ... fm(zo)
fo(z1) fi(z) ... fm(21)

b

f()(xn) fl(-rn) ce fm(‘cn)
soustava normalnich rovnic ma tvar
AT Ac = ATy,
kde y = (yo,.--,¥n) @ ¢ = (co, - .., Cm) je vektor nezndmych.
Algoritmus
sestav maticl A4,

vyfes systém linearnich rovnic AT Ac = ATy;
return F(z) =cofo+cifi+ -+ cmfm-

Zbyvéa zodpovédét otazku, jak zvolit zdkladni funkce fo,..., fm? Populdrni volbou je fj(z) = 2! coz
znamend, ze F'(z) = co+c12+ - -+ cmz™ je polynom stupné m.
5. NUMERICKA INTEGRACE

Problém: Vydislit integral fab f(z)dz, kde f je spojitd redlnd funkce na intervalu (a, d).
Metody pro pfiblizny vypocet integralu pracuji tak, Zze hodnoty funkce f poéitdme jen v konetné mnoha
uzlovych bodecha = zp < z; < --- <z, =b. f: f(z) dz pak nahradime aproximaci tvaru

Zwif(l'i)

(tzv. kvadraturni vzorec). Nejbéznéjsi zpisob odvozeni kvadraturnich vzorct spociva v nahrazeni integrované
funkce interpolaénim polynomem a integraci tohoto polynomu. Podle toho, zda volime polynom stupné 0, 1,
& 2, obdrzime obdélnikové pravidlo O,,, lichob&Znikové pravidlo L, a Simpsonovo pravidlo S, (zde je tfeba,
aby n bylo sudé).

Za predpokladu, Ze z; — z;—; = h pro kazdé i € {1,...,n}, maji kvadraturni vzorce tento tvar:

On=nh (f(xo+ g‘)‘i‘f(z'l + g)+-~-+f(xn_1 + %))

Lp = 5 (f(zo) + 2f(21) + -+ + 2f(@n-1) + f(2n))

Sn =

w| o o) o

(f(zo) +4f(z1) + 2f(z2) + -+ - + 2f(Tn-2) + 4f(zn-1) + f(za)), n sudé.
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