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Maximalne parovanie

Maximalne parovanie

[Israeli, Shiloach, 1986]

Vstup: Graf reprezentovany zoznamom susednosti.
Vystup: MnoZinovo maximalne parovanie.
Schéma:

@ logs faz (fazy ozn. F))

° Fézza Fi:
e vstup graf G;
e urCit nejaké parovanie M; v G;
e skonstruovat graf Gi.1: vynechat z G; hrany a vrcholy z M; a hrany

incidentné s vrcholmi z M;

@ kazd4 faza sa skladd z maximalne 1 + [log A(G;))] aplikacii
procediury DEGREESPLIT na graf G; (vstupny pre cell fazu), kde
A(Gj) je maximalny stupen vrcholu v grafe G;.

@ vstupom do 1. fazy je vstupny graf
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Maximalne parovanie
Schéma algoritmu a prechod medzi fazami
Schéma vypoctu

G = Gig1 — Giog == Gip =M parovanie
Go1 — Gop — = Gop, =M parovanie

Vysledné parovanie bude (J; M;.
Gij — Gjy1,1 — prechod do nasledujlcej fazy:
@ Gj; je parovanie — pridame ho do vysledného parovania
@ vezmeme vSetky izolovane vrcholy z G;; a Gi;1 1 je Uplny podgraf
G na tychto vrcholoch
@ Cas O(log n), kde n je pocCet vrcholov
@ pocet procesorov O(m), kde m je pocet hran
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Maximalne parovanie

Jeden krok fazy

Gij — Gjj+1 — procedira DEGREESPLIT:

@ G nie je parovanie, nech A je maximalny stupen vrcholu z G;;
@ vytvorime graf Gj;

e vrcholy: véetky vrcholy z G;; stupiia > 2°9 21— a v&etky vrcholy,
ktoré su s takymi vrcholmi spojené hranou; naviac pridame
Specialny vrchol v.

o hrany: {v,w} je hranav G;; <¢ v, w st vrcholy Gi; a {v,w} je
hrana v G,,, naviac prldame hrany {u, v}, ak je stupen vrcholu v v
G* neparny (aj vrchol u bude potom mat’ parny stupen).

° najdeme komponenty grafu G a v kazdej komponente najdeme
Eulerov cyklus
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Maximalne parovanie

Pocet volani DEGREESPLIT

@ hrany cyklov oznacCime striedavo 0 a 1:
@ u cyklov, ktoré neobsahuiju u, zaéneme z fubovofného vrcholu a
prva hranu oznacime 1
@ u cyklov, ktoré obsahujl u, za¢neme z u a prvd hranu oznacime 0
Napr. v kazdom cykle ¢ zvolime jednu hranu e; a spoCitame
paritu vzdialenosti kazdej hrany cyklu od ec.
@ G;j,1 dostaneme z G;; vynechanim hran ohodnotenych 0

Definicia
Nech k je najmenSie celé Cislo (mensie z dvoch mozZnych), pre ktoré
2k < A(G) < 2K*1 -1, potom vrchol v sa nazyva aktivny vrchol, ak
stuperi vrcholu d(v) > 2k,

zrejme k = |log(A(G) — 2) |
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Maximalne parovanie

Pocet volani DEGREESPLIT

Veta

Ked A je maximalny stuperi vrcholu v G;j a Ay je maximalny stuperi
vrcholu v G j1, potom pre A > 2 plati

ERE]

= po maximalne radovo [log A] krokoch (DEGREESPLIT)
dostaneme graf s maximalnym stupfiom 3 > A > 1

@ ak je nejaky vrchol aktivny v G; ;, tak bude aktivny vo vSetkych
nasledujucich krokoch fazy G;;, pre j/ > j
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Maximalne parovanie

Poget volani DEGREESPLIT v jednej faze

@ nech 2K < A(Gjy) < 2F1 +1

@ po maximalne k krokoch (DEGREESPLIT) dostaneme graf s
maximalnym stupfiom 3 > A > 1.

@ vtedy budu aktivne (budu sa Gc€astnit) vSetky vrcholy Gj, ktoré sa
zaktivizuju v tejto faze

@ potom stacCia maximalne 2 aplikacie modifikovanej
DEGREESPLIT na to, aby ndm z grafu zostalo parovanie

@ = na jednu fazu staci O(log n) volani procedury DEGREESPLIT
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Maximalne parovanie
PocCet faz

Idea: Ak v nejakom grafe existuje vrcholové pokrytie velkosti /, tak
ziadne parovanie v tomto grafe neméze mat viacej nez ¢ hran.
DokéZeme, Ze ak Gj,1,1 je neprazdny graf, tak ma vrcholové pokrytie
Ciq také, ze |Ciiq] < @ Ked vezmeme C; = V, tak |Cj| = 0, pre
i= Iogg |V| = staci logaritmicky pocCet faz.

@ nech A; je mnozina vrcholov aktivnych vo faze i, ked' je max.
stupen A medzi1a3
@ A; je vrcholové pokrytie G; 1
@ (sporom) nech existuje hrana u, v takd, Ze ani u ani v neboli
aktivne v Ziadnom kroku fazy F;
o DEGREESPLIT vyhadzuje iba hrany spojené s aktivnymi vrcholmi

e hrana u, v nebola vynechana procedirou DEGREESPLIT, teda u aj
v museli byt aktivne na konci fazy F;

@ ukazeme, ze aspon polovica vrcholov z A; bude incidentna s
hranami z M; (volania DEGREESPLIT, ked maximalny stupen
klesne na 3 alebo menej budi modifikované!)

@ dokazeme, ze pre v8etky i, 1 < i < Iogg |V|, m& graf G; 4

vrcholové pokrytie C; také, ze |Cj| < (2)'~'|V/|
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Maximalne parovanie

Aspon polovica vrcholov z A; bude incidentna s
hranami z M,

@ A; je mnozina vrcholov aktivnych vo faze i, ked' je max. stupen A
medzi 1 a 3, A; je vrcholové pokrytie G; 4

@ nech v kroku k fazy klesne max. stupen vrcholu medzi 1 a 3; nech
Gi,k ma k; hran

@ bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze G« je
suvisly (d'alSi postup aplikujme po komponentach suvislosti G; k)

@ proceduru DEGREESPLIT modifikujeme — namiesto
vyhadzovania vrcholov oznac¢enych 0, budeme vyhadzovat
mensSiu z mnozin: hrany oznac¢ené 0 alebo hrany oznacené 1

@ dvomi aplikaciami DEGREESPLIT sa pocet hran zredukuje
maximalne na §k; = parovanie, ktoré dostaneme na konci i-tej

fazy ma aspof & sparovanych vrcholov

Frantiek Mraz (KSVI MFF UK) Paralelné algoritmy Paralelné algoritmy, 2011/2012 10/13



Maximalne parovanie

Aspon polovica vrcholov z A; bude incidentna s
hranami z M,

 ak k; > |Aj|, tak v parovani M; bude aspoi & > 141 7 A;

@ inak ki = |Aj| — 1 a Gj je strom (je suvisly).

e z Gk vyberieme lubovolnu hranu veducu do listu — pridame ju k
parovaniu

e vyhodime incidentné hrany (max. 2, pretoze max stupen vrcholu v
Gi « je 3); strom sa rozpadne na maximalne dva stromy Ty a T, s ny
a ny vrcholmi

e naoba Ty a T, aplikujeme mod|f|kovanu DEGREESPLIT;
dohromady prispeju aspot =2 (2= hranami do parovania M;

e parovaniaz TyaTya odobrana hrana prlspeju aspon
Mﬁ”ﬁ” +2> @ vrcholmi do M;
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Maximalne parovanie

Velkost' vrcholovych pokryti

Lemma

Pre véetky i, 1 < i < Iogg |V|, ma graf G; 1 vrcholove pokrytie C; take,
Ze|Ci| < (5)"|VI.

dbkaz indukciou podfa i
@ pre i = 1 vezmeme C; = V, potom |C;| = | V|, hotovo
@ nech tvrdenie plati pre i, ukazeme, ze potom plati i pre i + 1
bud |Aj| < %\C,-|: aspon polovica vrcholov z A; sa dostala do
parovania M;; za C;, 4 vezmeme Aj|g,, ,; potom

alebo |A;| > #|Ci|:
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Maximalne parovanie

Velkost' vrcholovych pokryti

Lemma

Pre véetky i, 1 <i <log s |V|, ma graf G; 1 vrcholové pokrytie C; take,
Ze |Cil < () "|VI.

dbkaz indukciou podfa i
@ pre i =1 vezmeme C; = V, potom |C;| = | V|, hotovo
@ nech tvrdenie plati pre /i, ukdZzeme, ze potom plati i pre i + 1
bud |A;] < %\C,-|:
alebo |Aj| > 3|Cj|: potom
@ C;jje vrcholové pokrytie Gj, kazda hranaz M; mav C;
aspon jeden vrchol a M; méa aspon @ hran, teda
ci > 41
e za Ciyq vezmeme Cilg,,,, €0 je vrcholové pokrytie
G.
° |Cljr|1G+1| <|Gi| — #vrcholy z C; obsiahnuté v M; <
ol - 4 <cl- 2 - 2ig
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