Toky v sitich
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Toky v sitich

¢ sit’ S=(G,c,z,s)
— G=(V,E) orientovany graf
— ¢: E— <0,0) kapacity hran
— z,s €V zzdroj, s spotiebic

¢ Polozme c(u,v)=0 pro (u,v)gE
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Tok v sit1

¢ Tok fvsiti S =(G,c,z,s) je zobrazeni {:VxV— R spliujici
@ f(u,v) <c(u,v) pro kazdé u,v eV
@ f(u,v) = —f(v,u) pro kazdé u,v eV
® Z f(u,v) =0 prokazdéu eV \ {zs}

vel
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Tok v sit1
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¢ Tok fvsiti S =(G,c,z,s) je zobrazeni {:VxV— R spliujici
@ f(u,v) <c(u,v) pro kazdé u,v eV
@ f(u,v) = —f(v,u) pro kazdé u,v eV
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Velikost toku

10/16

12

o |f]= Z f(z,v) velikost toku

vely

¢ Problém: Nalézt v dané siti tok o maximalni velikosti.
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Ford-Fulkersonova metoda
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Ford-Fulkersonova metoda
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Ford-Fulkersonova metoda
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Ford-Fulkersonova metoda
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Ford-Fulkersonova metoda
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Ford-Fulkersonova metoda
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¢ L.R.Ford,D.R.Fulkerson (1962)

¢ 1nicializuj tok fna 0
while existuje zlepSitelna cesta P
do zlepsi f na hranach cesty P od
return f .
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Rezidualni sit’
¢ rezidualni kapacita cq(u,v)=c(u,v)-1(u,v)
¢ rezidualni sit” S pfislu$na siti S a toku f je S;=(Gy,c;,z,5),
G¢=(V,E) E;={(u,v) € VxV | c(u,v)>0 }
¢ rezidualni kapacita cesty P je
c,(P) =min{c;(u,v) | (u,v) € P}
¢ Ford-Fulkerson(G,z,s)
for all (u,v) € E(G) do f(u,v):=0; f(v,u):=0 od
while 3 cesta P ze zdroje zdo s v S;
do c;(P) = min{cs(u,v) | (u,v) € P}
for all (u,v)e P do f(u,v):=f(u,v)+c.(P)
f(v,u):= -f(u,v) od
od.
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Rez v sit1

¢ Rez (A,B) vsiti S = (G,c,z,s) je rozklad mnoziny V(G) na
A a B takovy, ze ze A, seB.
¢ Kapacita rezu (A,B) je c(A, B) = Z c(a,b)
ZEA
o Tok podél fezu (A,B) je f(A,B) =€i f(a,b)
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Ford-Fulkersonova véta

¢ Lemma: Bud ftok a (A,B) ez v sit1 S. Pak plati
@ f(A.B)=|f|
@ |f| £ c(AB).

¢ Vcta (Ford, Fulkerson): Bud’ f tok v sit1 S. Pak nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:
@ fje maximalni tok v S

@ rezidualni sit’ S; neobsahuje Zadnou cestu ze zdroje do spotiebice
@ existuje fez (A,B) v S tak, ze | f|=c (A,B) .
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Dusledky Ford-Fulkersonovy véty

¢ Dusledek: V kazdé¢ siti je velikost maximalniho toku rovna
kapacité¢ minimalniho fezu.

¢ Véta (o celocCiselnosti): V siti s celoCiselnymi kapacitami
hran existuje maximalni tok, ktery kazdé hran¢ ptirazuje
cele Cislo. Tento tok 1ze nalézt Ford-Fulkersonovym
algoritmem.

¢ Vcta (konecCnost algoritmu): Jsou-l1 kapacity hran sité S
racionalni Cisla, pak Ford-Fulkersonuv algoritmus kon¢i.
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¢

® & o o

Efektivita algoritmu

¢ Casova slozitost Ford-Fulkersonova algoritmu: O(| £*|-m)

Jak hledat cestu ze zdroje do spotiebiCe v rezidudlni sit1?
= prohledavanim do §itky, O(n-m?), Edmonds, Karp (1972)

Dinic (1970) O(n%-m)
Karzanov(1974),Malhotra,Pramodh Kumar,Maheshwari(1978) O(n?)
Goldberg, Tarjan (1986) ¢as O(n-m-log(n?/m))

Goldberg, Rao (1998) ¢as O(min{n?3, m!?}-m-log(n*/m)-log ¢)
¢ = max. kapacita
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Aplikace : UrCeni maximalniho parovani v
bipartitnim grafu

¢ Mnozina hran McE(G) grafu G tvofi parovani, pokud
€,6, €M = e, Nne,=0.

¢ Maximalni parovani je parovani s maximalnim poc¢tem
hran. O

O
O

¢ Hopcroft, Karp (1973) O(mn)
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UrCeni vrcholove a hranove souvislosti grafu

¢ Vrcholova (hranova souvislost) grafu G je minimalni
pocet vrcholu (hran) grafu, po jejichz odstranéni se graf
rozpadne na vice komponent.

¢ Even, Hopcroft, (Even, Tarjan) (1975)  O(m?n)

UINO009 Efektivni algoritmy 19



Urceni maximalniho toku minimalni ceny

¢ Kazdé¢ orientované hrané /4 sit¢ S=(G,c,z,s) je pfifazena jeji
cena w(h). Cenou toku f v siti S nazveme soucet w(/)f(/) pres
vSechny hrany h sité¢ S. Mezi vSemi toky maximalni velikosti
hledame ten, ktery ma minimalni cenu.

¢ Definuyme ceny w, hran rezidualni sité S, ptislusné siti S a
toku f takto:
Pokud (x,y)€E(G) a c(x,y)>1(x,y), polozime w{(X,y)=w(X,y),
je-l1 (y,x)€E(G) a {(y,x)>0, polozime wd(X,y)=-w(y,X).

¢ Vcta: Cenu toku l1ze pi1 zachovani jeho velikosti snizit prave
tehdy, kdyZ v rezidualni sit1 existuje cyklus zaporne ceny.
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Urceni maximalniho parovani minimalni ceny
v bipartitnim grafu

¢ Kazd¢ hrané bipartitniho grafu G je pfifazena jeji cena. Mezi
vSemi maximalnimi parovanimi v G hledame to, které¢ ma
minimalni cenu. Cena parovani je soucet cen jeho hran.
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Dopravni problém (F.L.Hitchcock, 1941)

¢

m dodavatelu, i-ty disponuje mnozstvim a, zbozi.

n spotiebitelu, j-ty spotiebitel pozaduje b, zbozi.

doprava jednotkového mnozstvi zbozi od i-t¢ého dodavatele
k j-tému spotiebiteli stoji Castku ¢;; .

nabidka kryje poptavku (Ize vynechat)

Problém: nalézt takovy zpusob prepravy zbozi od dodavateli
ke spotrebitelim, aby vSechny poZadavky spotiebiteli byly
splnény, a celkové naklady na dopravu byly minimalni.
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