Dale) pre Jednoduchost budeme uvédzat vietky algeritmy len pre pripad, Z2e
vstupné &isla =sa nezéporné celé &isla. Uprava tychto algoritmov tak, aby mohli
pracovat aj so zdpornymi &islaml nie je taika, ale pracnd a zbytodne zastlera
jdeu algoritmu. !

Vo vetkych uvedenych algoritmoch sa objavu)i dve metddy (principy) névrhu
paralelnych algoritmov. 5

Prvou metddou je préca v timoch, ked kaZde] varlante rieSenla Ulohy Je
priradeny cely tim procesorov, ktoré overla, &1 tito varlanta Je riefenim
zodpoveda Jiclm vstupu. Prave Jjediny tim zisti, Ze Jeho rledenle zodpoveda
vstupu a svoje riefenle potom =zapife 'na vystup (do dohodnutych  bunlek
spoloéne ) pamite). .

Druhou metddou je metdda rozdel a pnmu znima zo sekvenénych algoritmov,
ktord sa na paralelnom modele aplikuje tak, Ze sa vietky pedilohy rledla
stidasne na mnohych procesoroch.

Pocttanie funkcif |log n) @ [tog n]

Jednoduchym prikladom  algoritmu pracujiceho metddou timove)] préce Je
vypodet funkcle |log n] (resp. [log n]), ked Je vstupom &islo n. Na vyriedenle
tejto tlohy v kenstantnom &ase sta&i |log n] procesorov. i-ty procesor
predstavuje tim (Jedno&lenny) overulicl, &l i= |log n] tak, Zze sl pomocou
jediného aritmetického posunu spoéita hodnotu v= g‘ . Ak Je u»0 a I_%!:o, tak

i= |leg n). Procesor, pre ktory plati tite podmlenka, zapise éislo i do nultej
bunky spoloéne) pamite ako vystup.

Po&itanlie r!og n] vyZaduje len mald modifikdciu, ak nxzi, tak Tlag n-l=i.,
inak [tag n]=i+1.

Je zrejmé, Ze na vypocet |log n] (resp. [lag n]} uvedenym algoritmom v
kon&tantnom éase staéi &irka slova OClog nJ.

Ked wvieme poditatl funkelu [!og n]. tak m8Zeme v konZtantnom Zase najst
najmensiu mocninu dvejky viéEiu alebo rovnii n - sta&{ spoéitat zrlag L3 8

Pocitanie maxima z n <isel 2

Maximum z n &isel sa da pomocou CRCW siete spoé&itat v konStantnom dase s
ocn®> procesormi. ’

Bez ujmy na viecbecnostl mBieme predpokladaC, 2e n Je mocninou dvejky
(viz. predchadzajicl odstavec), na odhadoch potrebnéhe d&asu a'pamite sa to
nepre javi.

) vypodet bude zaloZeny na timove)] pracl - n? procesorov bude rozdelenych do
n timov po n procesoroch.

Algoritmom z predchédzaliceho odstavea Je mozné v konStantnom Zase
spoditat log n a pomocou aritmetického posunu aj n? (preto%e n je mocninou
dvojky). Kaidy z procesorov s tdentifikaénym &islom mendim neZ n? sa zu&astni
vypodtu. Kaidy procesor rozdel{ svoje identifikaéné &islo na dve é&isla dIZky
log n bitov (pomocou aritmetickych posunov a od&itania), dostane tak dvojicu
&isel Ci,j>, kde 0si,j<n, a bude pracovat ako j-ty &len i-teho timu.

i-ty tim bude na komunikéciu pouiivat pamitovi bunku n+i (pripomefime, Ze
bunky © a% n-i obsahuji vstupné &isla). Nulty procesor i-teho timu bude
manaférom a na zadlatku vynuluje bunku n#i. f-ty tim bude zlstovat, &1 Je
vstupné &islo x, najvi&sie zo vdetkych, j-ty procesor i-teho timu porovnd x a
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xJ-(pre véetky 0s<i,j<n). Ak Je xy menSle ako x ., tak do n+{ zapife hodnotu 1.
Nakonlec manaZér timu { prefita hodnotu z bunky n+i, a ak je te 0, tak zaplée
hodnotu x; do pamlitove] bunky 0 ako vystup. ;

Je zrejmé, Ze uvedeny algoritmus pracuje v kon&tantnom Zase a vyZadu je
&irku slova minimdlne 2log n.

Scitanie n b-bitouvych <Cisel

CRCW slet so &firkou slova O(n(bt+log n>> mdie s&itat n b-bltovych celych
&isel v konitantnom &ase.

Bez ujmy na vieobecnosti budeme predpokladat, %e n Je mocninou dvojky, a
Ze vietky vstupné &isla st kladné.

Siet n b-bitovych &fsel nebude mat viae ako (b+log nd bltov. Kaidy |

procesor potrebuje poznat toto &fslo. Hodnota log n sa spo&ita vysile uvedenym
postupom, postupom z predchidza jiceho odseku zistime najvE¢ile vstupné &islo a
b uréime ako hernt celd East logaritmu tohto &{sla.

Predpokladajme, Ze &islo b+log n je mocninou dvojky, inak ho upravime na
najbliZ$iu vyi&lu moeninu dvojky postupom uvedenym vy&ile. Potom sa procesory
rozdelia na chb”og Lz timov po n procesoroch. Kaidy tim interpretuje
identiflkaéné &islo t{mu ako n-tlcu Cb+log n>-bitovych &{sel, yo',yz,.“,yn_l.
t-ty &len t{mu , 1<i<n, extrahuje Yio& ¥ 0-ty procesor extrahuje ¥, Na to
mus{ {-ty' procesor uroblt posun o itb+log n> bltov. Pretoie b+log n Je
mocninou dvolky, tak aj velkost pésunu sa dé& spodftat Jedinym aritmetickym
posunom. i-ty procesor timu , pre 1si<n, kontroluje, &1 ViV tXp A o-ty
procescr kontroluje, &1 Yo ux, (viz obr. 2.1),

2
yo xﬂ
b 4 .
yl yo-ncl
2
Y2 R B
2
* Yna**p,
obr. 2.1.

Procesory, ktoré zistla nerovnostl, ' to ohlésia svojmu timovému manaZérovi
prostrednictvom : spoloéne | pamiite. Préve Jeden tim nezlst{ nerovnost. Jeho
manaiér vie, 2e identiflikadnéd &islo tohto timu reprezentuje retazec sudtov
prefixov wvstupne] postupnosti. Tento procesor extrahuje celkovy sidet
(posledné &fslo n-tice), ktory nakoniec zap{ge do bunky 0 spoloénej pam¥te ako
Vystup,

VEimnime si, Ze to, Ze sa Jednd o b-bitové &isla ovplyvituje len potrebna
§irku slova, ale nemé to vPlyv na &as potrebny na s&itanle,

Mdsobente &isel v konStantnom case
CRCW slet so Sirkou slova ocb®) mbze vynésobit dve b-bitové celé &isla v
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konstantnom dase.

PouZlje sa &kolskd metdda nédsobenla. Pre Jedncduchost predpokladajme, 3e
vstupné é&isla x, a x, s kladné. Najprv sa spod&ita hodnota b ako legaritmus
vH&3leho Vstupného élsla (v konitantnom - Case). Potom {i-ty procesor, 0<ich,
pracuje nasledovne:

a) Extrahule i-ty bit &isla x, (bity é&islujeme od nuly zlava do prava)
pomocou posunov a odéitanla.

b) Ak hodnota zi{skand v kroku a) Je nenulovd, tak urobi aritmetlicky posun
&isla x, © i bitov dolava (tj. vyndscb{ x, &islom 21) a vysledok zapi%e do
bunky i+1 spoloéne) pamite.

Sddet takto ziskanych &isel spodita v kons3tantnom dase metddou uvedenou v
predchddza jicom odseku. )

Odmocfiovanie Cisel v konftantnom Case *
Nech ¢>1 Je prirodzené &islo a n Je vstupné celéd &islo. CRCW sle! so
$irkou slova OClog°n) méZe v konitantnom dase spoditat rnllc‘l takto:
PouZijeme n timov procesorov. Tim i, 0<i<n, kontroluje, &1 i-]’n""c]. Rob{
to tak, ¥e spodita i< (pomocou ¢-1 ndsobeni). K tomuto Ulelu md kaZdy tim

2 .
actog nd procescrov (podla predchidzajiceho odseku). Ak i2n a 1 %¢n, potom

i=[nl7. 2

Scitanie c{sel v konftatnom cfase s menfou Firkou slova

Pre nase Géely budeme potrebovat ukdzat, 2e CRCW slet s linedrnou 3irkeu
slova mBie séitat n &isel s kondtantnou bltovou dIfkou v kondtantnom &ase.
AvZak ukdZeme silne)s{ vysledok.

Predpokladajme, fe ako vstup mame n kladnych celych &isel, kaidé s At 24E
bitml, pre nejaké celé Eislo c22. Kvall prehladnostl v algoritme wvynechame
operdcle dolne] a hornej cele) eastl, ktoré zaruduli, 2e podftame stile s
celym! &islaml. Sucet tychto &isel a ka3dd &lastodni suma ma maximdlne

ocn? 1€ bitoy.
. 1

Slet najprv uréf{ n a spodita m=n“"?. po tomto predvypcéte sa sudet spodita
v dvoch fdzach. Pou%lje sa melédda rozdel a panuj.
Fdza 1. Rozdel vstupné éisla do 2 skupin po m éisel a urcb sudet kaide)

skupliny. Po ¢ ll.erlicléch tohte postupu ndm zostane .C élastodnych sudtov.

Fdza 2. Sé&fta}) _“E ¢lastodnych stdtov,

Podla predchiddzajiceho odstavea predvypodat vyZaduje kondtantny d&as a
zanedbateIni &irku slova (pre dostatodne velké n). Pomocou starsho postupu
nédsobenia sa fdzy 1 a 2 dajua uroblﬁ v konitantnom dase. Sirka slova potrebna
na prvi je Umerna 3=

2
1-17
Cup S*c

a na druht fdzu je Umerna P
z

n "x-jl_c -p =* €

Teda n n?~37¢

m
=bltovych &isel sa dé s&itat v kon$tantnom &ase so %{rkou slova
1

2
+
o n < c

Teda pre Iubovolné 0<Ls§ existule u>0 také, %e CRCW sle! so &irkou slova




i

nt ¥ moze s&itatl n i M bitovych &isel ¥ kongtantnom case.

Tento postup predstavuje dalsiu z metdd névrhu, resp. vylepSovania
paralelnych algoritmov. NAE prvy algoritmus s&{tania n &isel vytadoval Sirku
slova O(n(b+log ny), kde b Je dIzka zéplisu najviEsieho vstupného &isla.
pouzitim tohte algoritmu na skupiny "malej” velkostl sa ném V prve) féze
podarilo zredukovat velkost ulohy, & pritom neprekr-oc‘.ut 1inedrnu &f{rku slova,

- a v druhe) fdze sme § tymto algoritmom na redukovane) Ulohe taktle® vysta&illi

so sublineérnou Sirkou slova.
Pocitanie funkcif prev @ tast .

Nech xteﬂi, 1<x,sn, pre 1<i<n. Deflnujme prev: z" — Z" nasledovne:
previx .- - ,xn) = LY 1Yt kde yi-j, ak xj-x(, J<i a x..ixt pre Jem<y, a
yswﬁ. ak takéto J neexistuje.

pale) definujme last: zt — Zz" nasledovne:
lasttxl,.“,x“} = <yl,...,y“>, kde y'._-j, ak xj-xt a xhdxi pre j<ksn, & yi-o.
ak takéto J neexistuje.

Tieto funkcie budeme potrebovat na simulidcle Turingovych stojov na sletfach
so spoloénou pamitou. (

PRAM slet mbie po&itat pr'eucxl,...,an a lastix VX2 v kon&tantnom

Ay
&ase so £irkou slova oClog nJ. '

Ukileme len algoritmus pre- prev, pre last je postup obdebny. Procesory
cordeline’ na mt timov, jedan tim pre avolicu <L,f>, 1si,jsn. KaZdému tima
vynhradime pamitovd bunku, ktorit iniclallzujeme nulou. k-ty procesor timu,
J<r<d (ostatné procesory timu nebudi pracovat), overi, &1 xex,. Ak zisti, Ze
X=Xy Lak do vyhradene) bunky zapige &islo 1. vietky timy to urobla suéasne.
Clen timu s najniZ&im gislom pre&ita tite hodnotu, over{, &l Je to stéle nula
& skontroluje, Ze x1=xj. Ak to plati, tak zapide &islo J do i-te) bunky
spoloéne) pamlite.

UZitodnd technickd lemma

Nech T¢n,PCnd> Je &as potrebny na vypodet sGstu n &i{sel (kone&ne} alebo
nekonedne ) pologrupy pomocou Pcn) procesorov na sietl 'so spolodnou pamiitou.
Namlesto T¢n,n)> budeme pisat TCnJ. Hovorime, Ze f: Z — 2 Je kondtruovatelnd v
kon&tantnom Zase, ak slel so spoloénou pamlﬂou' & n procgsorml mdle spoditat
fCn) zo vstupu n Vv ‘konitantnom &ase. PodIa predchadzajucich paragrafov Je Iu-
voIny polyném s n, logn a odmocninaml z n kon&truovateIny v kondtantnom Zase.

Lemma 2 1t Nech f: N — W, f(ni<n, pre vietky nz0, Je kon&truovateInd v
kon&tantom &ase. Potom T(nJ)STC _.'('-RT 4TCHCNI, NIHOCLD.
pékaz: Ulohu chceme rie$if pre n &isel s n procesormi. Siet spo&ita fCnl.
Procesory sa rozdella-do fCn) timov tak, %e kady tim bﬁdc mat maximélne
Iﬁﬂ procesorov. Kaidy tim spo&ita sudet svojich vstupov v dase TC 7!(‘?7 b
predpokladédme, e T(n2> Je monoténna neklesajica funkcia). Takto dostaneme
fCn> &iasto&nych sidtov, ktoré sa daja s&itat v Case TCfCnd,nd>.m

Pomocou technik poufitych pri po&itan{ si&tu sa d& ukdzat, e sulet n
&isel z kone&nej podlogrupy sa dd spo&itat v koniitantnom dase pomocou zo(nJ‘
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indtrukcli{ rge T

procesorov (Vishkln, Wwidgerson [221).

Podla lemmy 2.1 pre f(n)=0Clog n) a predchidzajiceho tvrdenla sa d4d
ukdzat, 2e sGdet n &isel v koneéne] pologrupe sa dai spoditat v cCase
OClog n/log log n) pou%lit{a n procesorov (Reif [19], Parberry [161).

Lemma 2.1 sa di apllikova? a) na poditanle maxima z n ¢isel. Maxlmum z n
&isel ma di pomocou n® procesorov urdlf v kondtantnom case (viz zadlatok
kapitoly). Teda poulitim postupu lemmy 2.1 = ftn)-l-Yrﬂ 'Jm &as potrebny na
urdenle maxima z n éisel pomocou n proceasocrov .

rendste[Va)s+re [¥a], no = 7c[VA]>+0c1> = oclog 1og no.

Ohranidenim hIbky rekurzle na rlcy k|, pre nejaki kondtantu k=i, éagi, mdie

: 1
byt skrateny na OClog k) s [ procesormi.

3. Simulécia sekveninych strojov na sietach so spolotnou pamiitou

V kapitole 1 sme sl poloilll otdzku: ktoré problémy z P sa dajd
exponenclilne rychlejSle rle$if na "rozumnom” paralelnom po&itadl, t). takom,

ktory spIfa paralelnd tézu. Odpoved znela: "pravdepodobne nle vietky”. Tu sa

budeme zacberal Jednoduchdou otdzkou: aké4 zrychlenle vzhladom k sekvendnym

strojom mBZeme dosiahnuf na PRAM. Najprv ukdieme, %e PRAM s velkou 3irkou
slova s nesmlerne silné.

Budeme hovorit, Ze funkcla T: N — H Je ws-konétruovaterlnd (word size), ak

slet so spolodnou pamifou so Sirkou slova OCTCn)) mBZe poditat T(n) v
kenStantnom &ase zo vstupu n (podfa vyiile uvedenych algoritmov Je mncho
déleiitych funkcii{ ws-kondtruovatelInych).

Lemma 3. 1: (Parberry, Schnitger) MNech T(n) Je ws-konitruovatelnd. Potom

PRAM s ohraniéenou sadou aritmetlckych Indtrukcli m8Ze simuloval T¢(n)-&aseveo

chranicéeny R-paskovy Turingov stro) v konitantnom &ase a so 3%irkou slova
oCTCn). :

Dokaz: (Nadrt) Mdme dany Turlingov stroj. Odislujeme Jeho indtrukcle.

Procesory rozdelime do ZO(T‘"” timov, Jeden tim pre ka3di postupnost

1 Prenys Turingovho stroj)a. Ka2dy tim bude mat gt N2
Kaidy tim najprv uréi{ polohy hlév na vietkych &k paskach vo
vietkych é&asovych okamiflkoch. Poulje sa na to metdda &lastodnych stdtov z
kapitoly 2, ktord sa aplikuje ‘na postupnost pohybov hlav ocdvodent =z
postupnostl instrukcl{. Potom sa overi, é&i:

1.

procesorov.

Postupnost stavov uréena postupnostou in&irukcli Je uskuto&nitelIni. TJ.
instrukcla r, vyiaduje podlatodny stav Turlingovho stroja a pre 1<i<T(nd, ak
indtrukela r, = prevedie stroj do stavu

q, tak in3trukcia ry mus{ vyZadovat
stav q. ] £

2. Pre ka2dl z k pisok a kaidy dasovy okamiik ¢, 0st<TCnd:

(1) Ak v &ase t hlava navitivila toto poliéko prvy krdt, tak symbol &{tany
hlavou podfa initrukcle r, mus{ byt symbol,
konfigurdcil.

¢ ktory tam bol v poéiatoéne)




(11) Ak hlava navitivila toto poli&ko pred okamZikom t naposledy v dase =,
tak symbol zapisany na pasku indtrukciou r_ sa mus{ zhodovat so symbolom
&itanym in&trukciou r,.

Informidcle nutné na toto overovanie sa spoditaji pomocou , prev z
predchédza jice] kapltoly. Préve Jeden tim zlsti, %e Jeho postupnost in&trukeci{
Je sprdvna. Potom ur&i, &l koncovy stav Je prijimajicl a vysledok zapife do
bunky 0 spoloéne] pamlite. Tato simuldcia vyZaduje kon&tantny &as a £irku slova

o(TCnl>.m

Tento vysledok m8%e byt zrejmym spSsobom zovieobecneny na simuldciu

deterministickych Turingovych strojov vy&islujacich funkcle (koncova

konfigurdcia sa uréd{ pomocou funkcle last) a na simuldciu nedeterminis-
tickych Turingovych strojov.

Je jasné, e tento vysledok silne zdvisi na velkej &irke slova. Ale & sa
stane, ak budeme poZadovat, aby platila paralelnd téza? TJj. poZadujeme, aby
slet so spolodnou pamitou pracovala v dase TCn) a mala Sirku slova WCn), kde
vcn)=?(n)o“). UkdZeme, 2*e I'ubovolné polynomidlne zrychlenle Je moiné v
pripade Zirky slova polynomldlnej vzhIadom k &asu.

Veta 3.2: Nech B: N — N Je ws-kon&truovateInd a PRAM so Sirkou slova W(n)
mB8%e simulovat BCn) casovo ohranideny deterministicky Turingov stroj v case
€cn). Potom PRAM so &irkou slova O(W(n)+BC(nl+log TCn)) mdie simulovat TCn>
dasovo ohranideny deterministicky Turlngov stro) v &ase OCTC(n)/B{n)+CinlJ.

NéZrt dokazwe Nech M Jje TCn) Zasovo ohranideny k-paskovy determinlistlicky
Turingov stroj. Simuldcla sa bude skladat z [TCn)/BC(n)| féz, z ktorych kaZda
bude zodpovedat B(n) krokom stroja M.simuldclia bude poditat konflgurécle na
konci kazde) fdzy.

Zoéna je casl pésky, ktord sa m8ie zmenit podas danej fdzy, tj. k(28B(n)-1)>
polidok péasky, ktoré si vo wvzdialenosti najviac B(n) poliéok od hlavy na
za&latku fézy. V priebehu fdzy sa simulicia riadl iba podla obsahu tejto zény
a na koncl fédzy sa zona aktuallzuje,

V predvypocdte sa spodita tabulka & 20(8(")>

poloikami, ktore) indexom je
podiatodnd zdna a poloikou je zéna, ktord vznikne z tejto zdny po BCn) krokoch
stroja M. Tento predvypodet bL-xde trvat CCn)> krokov a bude vyZadovat &i{rku
slova OCWC(n)) bitov.

Na zadlatku fdzy sa uref{ pociatodnd zdna "vykrojenim” usekov pésok do
vzdialenostl BC(n>-i krokov od pol8h hlav. Z tabulky ziskane} v predvypodéte sa
uréi ake bude vyzeratl tito zéna po BCn) krokoch a nakonlec sa aktuallizuje
obsah pdsok a polehy hldv podla tejto vysledne) zdny. Po tomto Je slet v stave
na zadlatku nove) féazy.

TCn> krokov stroja M sa simuluje v [TCr>/BCn>]  fézach. predvypodet
vyiaduje OCCCn>> krokov a ka?dd fiza vyZaduje kondtantny &as, ak sa pouilje
chranifend sada aritmetickych inStrukeif. Sirka slova potrebni pri simuldcili
Je maximum z OCWCnd>+BCn>> ( pri predvypodte), OCBCR)) (pre identifikadné
éisla procesorov pre vietky fdzy) a ©OClog TCn)> (na &itanle uloZene]
konfigurdcie).m
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Aplikdclou te)to vety a pomocou lemmy 3.1 =zovdecbecnenej na pripad, 2e
Turingov stroj vy&isluje funkciu dostdvame nasledujicu vetu.

Veta 3.3: Nech B: N — N Je ws-kondtruovateInd. TcCn) <&asovo ohranideny
deterministicky Turingov stro) sa did simulovat v dase OC(TC(n)/B(n)> sletou so
;:poioénou pamitou so #irkou slova OCBCn)+log TC(n)J.

Dokaz: ‘BCn) &asovo ohraniéeny Turingov stroj sa dd simulovat v kondtantnom
dase so Sirkou slova OCBCn)). Dosadenim do predchidzajice)] vety dostaneme
Z2ladany vysledok.m

Tato vet.a mﬂ niekoIko d8leZlitych dBsledkov.
Pre pra Bﬂu=‘rm) a vyufitim tocho, Ze ak Je TCn> mwkonitnmvnterni tak
a) BCn) e us-kon&truovatelnd dostdvame:

Dosledok 3.4 Ak J¢ TCn) ws-konStruovatelnd funkcila, potcm 7<¢n) <&asovo'
ohraniceny deterministicky Turingov stroj mdfe byt simulovany v case TCnJ"_e,
pre TubovoIné redlne &islo >0, slefou so spolodnou pamitou, ktord spIfia

paralelnd tézu.

To znamend, Ze Yubovolné polynomidlne zrychlenie Je moiné na strojl, ktory
splfia paralelni tézu. To Je sllny vysledok, pretole sa usudzule, %e nle vietky -
problémy riefitelné deterministicky v polynonidlnom &ase sa daju rledit v
polylogaritmickom dase paralelne na modele splfiajicom paralelni tézu.

4. Dolné odhady Casovej zloZitostl na PRAM

Netrividlne dolné odhady zloZitostl byvaja viddinou velmi zloZité. V tejto
kapitole uvedieme dva takéto odhady. Jeden pre CREW PRAM a druhy pre CRCW
PRAM. Prvy Je dolnym odhadom Zasove| zloZltostl vypedtu booleanske] funkcle OR
na CREW PRAM a druhy Je dolnym odhadom 6asove_j zloZitost!l pre poditanle sG&tu
n kladnych celych &i{sel na CRCW PRAM

Veta 4.1: Na CREW PRAM vypodet booleanskej funkcle OR z n bitov vyZaduje
aspof log,n krokov, kde £>4.79 .

DOkaz tejto vety Jje prilid technicky a prilld dlhy na to, aby tu bel
uvedeny. Je ho moZné ndjst v [17]. Tu naznadime iba Jeho ideu:

Hoverime, Ze bit i ovplyviiuje procesor p v &ase t, ak sa obsah lokdlne)
pamite procesora v case t 1151 podla toho, &l vstup i je 0 alebo 1, =zatiar &o
ostatné vstupné.bity st'nulové. Podobne, m&Zeme hovorlt o tom, Ze vstupny bit
ovplyviiuje bunku m spoloénej pamite v Ease t. Indukciou podIa t sa di dokazatl,
Ze podet vstupnych -bitov ovplyviiujicich IubovoIny procesor alebo pamitovi
bunku v &ase ¢ Je najviac c‘, kde c Je vhodnid kon3tanta. Pretoie vietky
vstupné bity musla ovplywvnit vystupni bunku na kencl vypodtu, tak vypolet mugai
mat aspof lag‘:n krokov. .
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Oplny dokaz uvedleme Ppre dolny odhad na CRCW PRAM. KvBli pr’ehludnostl

ukAzeme najprv dolny odhad pre tzv. slete = ohranidenym pristupom 2 potom

R nazna&ime ako tento dokaz modifikovat, aby sme dostall dolny odhad pre slet so
spolo&nou pamitou. '

Slete 8 ohrani&enym pr{stupon nema ju spoloénit pamit a Jedno!.llvd procesory
mbiu  komunikovat {ba prostrednictvom gpecialnych komunikagnych registrov.
Ka2dy procesor m4 prave jeden komun Lka&ny reglster, xtory Je pristupny (pre
zhpls a) Zitanie) pre vetky procesory V sletl. ostatné reglstre jednotll.vivd\
p;-ocesorov ei lokdlne a pre ostatné procesory nepristupné.

veta 4 2: Nech PCnY Je :ubovorné. funkecia. siet = ohranidenym pristupom s
pcn> procesormi potrebuje na s&itanle n &{sel tas aspol rlogsn'].

. pekaz: Nech M je slet s PCnJ proce-oml, kxtora dokéZe g&itat n Eisel Vv
Zape TCRY, X=8X 3 Xy0r - ”‘n‘-:) Je vstupné n-tica Z{sel mendich alebo rovnych ™.
predpokladéme, e procesory s o&islované 0,1,.. . PN¥1 & vystup bude na
konel vypoétu zapisany do pamite procesoru o.

Nech G: Je orlentovany graf s vrecholmi p,tI, ospiPCnd, 0<ti{T(n) a Z

. yrcholu (pl,tl)ivodie hrana de vrcholu sz,l,:l, ak t.-t:ﬂ. a bud p,"P, alebo Vv

kroku vypoétu glete M na vstupe X pud procesor P, gital hednotu ed Py

alebe P, aspeine zapisal hodnotu do pamite procesoru  P,- Gx sa nazyva

komumn i kaZnfm grafom slete na ystupe x (na obr. 2.2 Je naznadend »prva vrstva”

takehoto grafu). i-ty prvok n-tice x sa nazyva dos ishnutelny, ak v Gx existuje
cesta z vrcholu ¢1i,0> do vrcholu €0,TCRIJ.

€0,02 €1,02 ¢2,0) ¢PCny-1,02
0,12 1,12 €2,1) & cPCnd-1,12 R
obr. 2.2.

Nie je nutné, aby vaetky prvky vntdpnej n-tice boll dosiahnm.elné, pretoie
informaclia sa mode &irit od procesora a) tym, 3e procesor Sa rozhodne
nezapisovat (viz. poitanie maxima). AvEak ukéleme, ie za predpokladu, Je N Je
ldont.;toéne velké, existuje vstupnd n-tica, ktore) vEetky prvky s
dosiahnuteIné.

Pre spor predpokladajme, $e kaidy vstup md nejaky nedosiahnuteIny prvok.
Definujme dos 1ahnute Ind mnoziou n-tlce x ako Rx-( i.]x'_ Je dosiahnuteIné). Nech
G":(o.l,...,n-ﬂ je také, Ze lox‘-n-i a R £O_. potom existuje Jediné 1 také,
‘3@ 0<i<n a 1¢Q . Pre uréitost predpokladajme, ie Q Je zvolenéd tak, aby i bolo
minimdlne. . L budeme nazyvat kritickou mnoZ i nou pre %y o
<xo,.._._x{_l‘x“‘,...,xn_xz‘ . budeme nazyval kritickym retazcom pre x & Xy
nedos lahnute [ngm symbolom pre X.

' predpokladajme, %e méme pevne zvolené x. KoIko existuje vstupov ¥ takych,
Ze Gx'ey 7 Ak 6=, potom zrejme R =R, 2 kritlckd mnoZlna pre X je takisto
kritickd pre y. Predpokladajme, e existujd dva vstupy ¥, & ¥y e ldentickymi




kritickymi relazcami také, Ze Gx=5y1=6y2. Potom by sa.y, a y, mohli 1l{&it
jedine nedosiahnutelnym prvkom vstupnej n-tice s najniffim indexom. AvEak
sidet vstupnych é&isel nezdvis{ od nedosiahnutelnych prvkov, teda a}j tleto
prvky sa musla zhodovat. teda ¥, Y, & pofet kandiddtov na y Je nanajvy$
tolke, kolke Je r8znych kritickych retazcov. RO8znych kritickych retazcov jJe
n™ Y, a preto najviac N™? vstupov mB%e mat zhodny komunikaény graf
(pripomefine, e vstupné &isla s z mnoZiny {(1,...,N}. 4

Nech G<(n) Je podet r8znych komunikaénych grafov pre n vstupov., Podla

Dirichletovho principu aspofi jeden graf musi byt komunikaénym grafom pre aspofi

E!f‘% vetupnyeh n-tf{c. Ak je N zvolené tak, 2e N>G(n), tak Je tito hodnota
vi&%la ako NT ¥, & je v spore s predchidzajicim odstavecom. Teda musi
existovat vstup, ktorého vSetky prvky sG dosiahnuteIné. Pretofe viEetky uzly v
Gx maji vstupny stupefi maximdlne 3, tak TC(n)z [logsn].

Aby sme mohll odhadnit wvelkost N, potrebujeme poznat pocdet r8znych
komunikaénych grafov pre n vstupov - &GCn). KaZdy komunika&ny graf md TCnd
vrstiev, kde kaZdd vrstva zodpovedid jednému kroku vypoétu siete. Odhadneme
podet moZnosti pre Jednu vrstvu. Pre operaclu é&ftanla existuje PCn)P‘"’
moZnost{. Podgraf zodpovedajicl operdcil =zapisu je blpartidnym pdrovanim.
Takychto parovani medzi dvom! mnoZzinami wvelkosti PCn) nle Jje viac ned
PedTEnPOI  roda celkeve Gendscpeny?IRIVOCII,T(D o oot dvame a) odhad
pre N a dostavame silnejiie tvrdenle, sta&{ uvaioval sidet n éisel velkost!
OCPCnIClog PC(nlJ{log n3> bitov.

Veta 4.2 sa da zovieobecnit pre IubovoIni funkciu n premennych takd, Ze
ked zvolime pevne n-1 wvstupov a vystup, tak Je zvysny vstup uréeny
Jednoznaéne.

Veta 4.3: Salet n Iubovolnych celych &{sel na CRCW PRAM so spolodnou
pamitou vyZaduje &as aspof fleg n] nezidvisle od ohranidenia na podet
procesorov (t]. ak ohraniéime polet procesorov na P(n>, kde P(n) je Tubovolnd
funkcia, a nechrani&ime velkost vstupnych &isel).

Dokaz: Idea dbkazu Jje t4 istd ako u predchidzajice) vety. Stad{ si
uvedomit, 2e sle! s PCn> procesormi, ktora pracuje T¢(n) krokov, ‘poui.lju
maximélne PCRITCn) rBznych bunlek spoloéne] pamite. Komunlka&ny graf sa
zostroji nad mnofinou uzlov tvaru (b,t), kde b Je &islo pamlitove) bunky a t Je
krok vypo&tu, t

5. Paralelnf rozporndvén{ bezkontextovych Jazykd

V posledni &iastl nad{ pfedndiky se zabyvime paralelnimi algoritmy pro
rozpoznévéni bezkontetovych jazyk(l, a to ze dvou dfivodfi.

Rozpoznévéani bezkon?.ext.ovych JazykQ Je dlle2itd uloha. Na ‘t.am. Jak
kvalitni fefeni pro nli méme k dispozicl, zdlefi, Jak kvalitni syntaktické
analyzdtory v preklada&ich Jsme schopni vytvolit, jak efektivni algoritmy pro
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